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第 0 章 记号 和 预备 知识 
л е i 


# A, B 是 E 的 两 个 子 集 , 则 记 
ANB = (x€ E; x€ A H x В}, 
Е ПЕЕ 是 映射, ACE, Wie 了 在 二 上 的 限制 记 作 
ДА R fla. 
XAB S LIESE IRE. Idr, 
Ж (ehen ВИЖ z 后 的 集合 记 作 


(z. `, 人 Xn], 


FX 表示 X 的 基数 ， 


02 代 HN 


N 表示 正 整 数 全 体 和 零 , Z 表示 整数 环 , R 为 实数 域 ,C 为 复 


NU. H 为 四 元 数 体 ( 见 8.9)，R,( 相 应 地 及 -) 表 示 正 (相应 地 负 ) 
实数 和 零 的 集合 , Rt (相应 地 R*) 为 除去 0 后 的 集合 ， 对 一 个 域 
к, K* 表示 送 个 域 除去 0 。 关 于 代数 结构 ， 分 别 用 Hom(…;*)， 
Isom (*5«) 来 记 从 一 个 赋 有 该 代数 结构 的 集合 到 另 一 个 贼 有 同一 
代数 结构 的 集合 的 同 态 和 同 构 的 全 体 ,但 对 两 个 向 量 空间 ,我 们 用 
L(E;F) RÆ Hom(E;F)， 来 表示 从 到 中 的 线性 映射 爹 体 ， 
我 们 约定 ， 提 到 两 个 向 量 空间 时 ,往往 总 是 指 在 同一 个 域 上 的 .向 
量 空间 E 的 线性 群 是 Isom(E; E) = GL(E). 
A, E AGB 表示 EE 是 它 的 两 个 向 量子 空间 4 和 B 的 直 和 ， 对 


HEZE E, E* 表示 它 的 代数 对 偶 空间 . 


1 表示 单位 阵 ，'4 表示 4 的 转 置 . 


对 问 量 空间 E 而 


对 集合 X. 6. 表示 它 的 置换 群 ， 即 双 射 X -> X 全 体 关于 
映射 合成 所 成 的 群 ， 对 X — {1;2，…,z}; 把 群 6x 写作 6。( 称 
为 对 称 群 )，.ezr。 表示 由 偶 置 换 全 体 构成 的 6。 的 闭 子 群 ( 称 为 交 
HERD. Klin Eb X. 就 是 二 元 素 群 自 乘 的 积 Z, x Z. 二 面体 
RE Go。( 其 中 ”是 任 一 整数 ) 是 在 ab 一 ba. 这 一 关系 下 循环 群 
Z, th Z, 的 扩张 ,这 里 e( 相 应 地 2) 8 Zo( 相 应 地 Z) 的 生成 元 . 


, ) 表 示 二 项 式 系数 (也 记 作 Ch). 1.5.2, 


除非 另 有 申明 ,所 有 我 们 讨论 的 域 都 是 交换 域 . | 


03 度量 空间 


在 距离 记 为 d 的 度量 空间 里 ,对 子 集 ACX 引进 它 的 直径 
diam(4) = suplZ(x, y):x, y € 4}СЕ К, Uœ 中 加 以 考虑 )。 对 
两 个 子 集 4, ECX, 4 到 B 的 距离 就 是 数量 
d(A, B) = inf(d(x, »):x € 4, YE B), 
特别 有 

а(х, A) = infid(x, y):» € А} 
(不 要 把 d(4, B) В 9.11 中 引进 的 56(4, B) ЖЕЖ). 
对 球 ,我 们 采用 [FR] 中 的 记 写 : 
U(a,r) = Ix € X:d(a, x) < rt, 
B(a,r) = {хє X :d(a, x) < т}, 
更 一 般 地 | 
U(A,r) = (x€ Xid(x, A) < rj, 
B(A,r) = (z€ X:d(x, A) «rj. 
有 些 情 况 下 要 强调 指明 X, SUEDE Bx(*,*). 

若 X, Y 是 两 个 度量 空间 ，Is(X; Y) 就 表示 从 X 到 Y 中 的 
等 距 对 应 的 全 体 , 亦 即 满 足 
ПТО), О) —d(, X) Vx,y€ X 
的 f:X — Y tW. 


. 2 ° 


特别 记 B(X; X) = B(X). 


0.4 — Ж Ж З 


我 们 多 次 用 到 : 一族 递减 的 紧 集 有 非 空 交 集 (在 11.7.3.2 里 
我 们 将 重光 这 一 事实 的 证 明 )、 


05 ЯШ = 
定义 双 曲 余 驶 正弦 和 正切 如 下 : 
сы = ° t c” ; shr = 226. А 
2 2 
thz = ET "n e€ R); 


жакин RM 
Arc ch = (chIR,) ^, 
它 是 一 个 上 映射 I1, oo[ — R. 


0,6 Lebesgue 测度 ,积分 理论 


在 有 些 部 分 ,我 们 相当 上 自由 地 使 用 这 些 内 容 。 特 别 是 一 些 基 
本 定理 : 收敛 定理 ,积分 与 极限 交换 定理 ，Fubini 定理 ,关于 R” 
的 开 集 上 C! 阶 映射 的 变量 替换 定理 。 我 们 还 会 碰 到 一 个 子 集 KK 
的 特征 水 数 Хк; 以 及 测度 空间 的 象 空间 的 概念 . 关于 这 些 内 容 
的 一 本 参考 书 是 [GT] (Guichardet 著 , 积 分 学 ， Armand Colin 出 
版 社 )。 
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第 1 和 群 在 集合 上 的 作用 : 
概念 ,例子 和 应 用 


将 一 个 空间 的 几何 学 ,看 作 是 研究 变换 群 作用 下 的 不 变性 质 ， 
这 种 观念 是 Félix Klein 在 著名 的 “Erlangen 纲领 ”中 提出 的 ( 参 
见 [GBG], 3| $253 Д). 

本 章 中 ,我们 定义 群 在 集合 上 的 作用 ,可 迁 性 ,稳定 群 , 齐 性 空 
间 ,一 意 性 等 概念 ,并 用 大 量 代 数 的 、 尤 其 是 几何 的 例子 来 说 明 它 
们 。 这 些 例子 读者 在 以 后 各 章 还 会 遇见 ， 

本 章 最 末 两 节 1.7 和 1.8, 分 别 讲 拼 嵌 群 和 绕 空 间 一 个 定点 的 
旋转 群 的 有 限 子 群 。 这 两 节 充 分 应 用 了 前 面 各 节 引 进 的 概念 ; 我 
们 之 所 以 选用 这 两 部 分 内 容 , 是 因为 它们 既 有 造型 上 的 方便 ,又 有 
某 些 处 理 上 的 困难 一 一 这 跟 问 题 本 身 显 然 的 初等 性 形成 对 照 。1.3 
节 跟 三 维 空 闻 的 正 多 面体 关系 很 密切 ， 在 12.5 节 我 们 还 会 遇 到 这 
些 多 面体 。 


1.1 定 X 


对 任 一 集合 X, 我 们 用 Sx 来 记 双 射 RX—X 全 体 所 成 的 

群 (对 于 记 作 “o” 的 映射 合成 或 乘法 而 言 ). 
111 ЖХ. 设 G 是 群 ，X 是 集合 。 G 在 X 上 的 作用 ， 就 是 一 
个 同 态 p:G 9x; 我 们 也 说 G( 通 过 9) 作 用 在 和 上 ， 
1.1.2 记号， 对 g€G,x€X, id gp(8)(x) = g(x); 作用 则 记 
为 (G6,X,9) R (G, X). 特别 有 

Vg € G:x — g(x) ERNS 

Vg, h€ G, Vx € X:g( hx) = (еһ)(х), 
例如 对 所 有 的 x 和 G 的 单元 e, WA elx) = x; Н mg 一 ) = 


. 4 ° 


т >a ЖА Ro UAI o ats AAT AUI: ABIRE UBER LEN: SUA GRE aa ca ME ee ro ten 766 


(elg). 
12 例 子 


1.2.1 GC6x 是 一 个 子 群 , 这 是 最 常见 的 情形 。 例 如 ，G 定义 为 
Ox 的 满足 某 些 条 件 的 子 群 。 | 
12.2 В 4-—íil,--:,n), W) 64 = 6, (HRE). W С 一 6，. 
于 是 G 作 用 在 4 上 ;但 它 也 很 自然 地 作用 于 X= Z, = (PC A: 
#P = p}， 即 4 中 个 元 素 所 成 子 集 的 全 体 (0 < P < x). 
1.3 ”对 给 定 的 g 《65,, ЙУ G = {gt*:《X€《Z}C 6,, MW GERE 
A= X k. 
124 芳和 是 向 量 空 间 , 则 它 的 线性 群 

G = GL(X) = {Хә Хх: | ЗХ} 
作用 于 和 上 。 
1.2.5 设 E 是 欧 氏 向 量 空间 ( 见 第 8 章 ), 且 

О(Е) = (fe GL(E): f SE}, 

则 G = O(E) 自然 地 作用 在 和 一 E b. 而 且 从 O(E) 还 可 导 
出 两 个 作用 , 它们 分 别 作 用 于 Grassmann 流 形 

X = Gg? = {VCE:V 为 E 的 p 维 子 空间 } 
和 

= (E 的 标准 正 交 基 }。 
126 іх = "e G 通 过 好 儿 种 方式 作用 于 自身 ， 它们 
都 很 重要 : 
plela) = gh. EFB): 
9 (g)(5) = hg EFE); 
ele) (А) = ghg (ЧН А) 

1.2.7 设 X 是 仿 射 平面 ( 见 第 2 Ж), GA(X) = G 是 X 的 仿 射 
双 射 全 体 所 成 的 群 (X 的 “ 仿 射 群 ”), ГОХ) 是 XX 中 二 次 曲线 一 一 
定义 为 X 的 子 集 或 者 表示 为 方程 形式 一 一 全 体 , 则 GA(X) 作用 
在 T(X) kL. 


r anam a. Ó". 


1.2.8 设 藉 是 任 一 度量 空间 ,距离 记 为 d, 则 有 它 的 等 距 群 
Is( X) = I(X) 
作用 其 上 : 

G = Is(X) = {f € 6x:Vx, YE X:d(f(x), 162) = d(x,»)). 
12.9 X; G =R, X= S = {ré Ri: ||| = 1; c R^, ER! 
作 人 ,于 是 可 定义 作用 (К, S, p) ШЕ: 

ФС) (=, z') = Ce"z, ez"), 
这 个 例子 在 几何 上 是 非常 重要 的 : 参见 4.3.6(.2 和 18.8.1 两 市 ， 
12.10 其 它 例 子 ， 见 4.5.9,8.8,9.5,18.10, 


13 — 意 性 


131 ЖХ. (Е (G, X, I) 称 为 一 意 的 ,如 果 开 是 单 射 (也 就 
是 说 ,只 有 <=《 G 一 个 元 素 对 应 于 X 上 的 恒 等 变换 ). 

zi GC6x (参见 1.2.1), 则 作用 总 是 一 意 的 。 若 G 并 非 一 意 
的 , 则 可 作 〈GC/kere,X ,9)， 它 总 是 一 意 的 . 

在 1.2 的 例子 中 间 ， 仅 1.2.6 和 1.2.9 的 作用 并 非 现 成 就 是 一 
FA. Æ 1.2.6 中 , 左 平移 和 右 平移 都 是 一 意 的 ， 而 内 自 同 构 当 且 
仅 当 G 的 中 心 Ze 等 于 (e) 时 才 是 一 意 的 。1.2.9 中 则 有 

Кегф = 2zZ, 


1.4 J xt 性 


141 ЖХ. {ЕШ (G, X, p) 称 为 可 迁 的 ， 如 果 Vz, уєХ, 
3g€ G|g(x) = y, 


x 
EC oe 
g Me 
4 h É 


. ko 


实际 上 ， 只 需 验证 Hec X|Vx € X, 3g € G|g(a) = х. ВЮ, ' 若 
g(a) = x,h(a) = y, WW y = (2) С). | 
14.2 pi. 从 可 迁 性 的 角度 来 看 ， 1.2 RROA PRGIN F: 
—— 1.2.2 =]; 
一 一 1.2.3 可 迁 当 且 仪 当 置 换 z 是 “循环 ”的 ; 
—— 1.2.4 不 可 迁 ; 在 X\0 上 可 迁 吗 ? 
一 一 1.2.5 在 E 上 不 可 迁 (为 什么 ?), 但 在 任何 Се, ETE (为 什 

42); 
—— 1.2.6; 平移 是 可 迁 的 ,但 内 目 同 构 不 可 迁 Е G 是 交换 税 ， 则 

A BRI); 
——1.7 Жаре. 抛物 线 不 是 椭 贺 ; 见 15.3.3.2; 
一 一 1.2.9 不 可 迁 : 见 18.8, | 
143 ЖХ. {ЕШ (G, X) 称 为 单 可 迁 的 ， 如 条 对 任何 x, y € X 
存在 唯一 的 g€ G 使 g(x) = y. 
14.4 f. E 
1.4.4.1 ECE TE TAR о ta ЯГ. 因为 , 若 
3x, g, hjel x) = (G), RA 

g) = hO) Vyex, 
事实 上 ， 
gG) = g(&GO) = kK(g(z)) = КСР G)) 
= h(RCx)) = AG). 

14.42 EFEC Bl 1.2.6) 是 单 可 迁 的 . 

14.3 在 Ск» 上 ,对 于 0<P < dim 已 ， 正 交 群 OCE) Ж 
是 单 可 迁 的 ;但 在 标准 正 交 基 全 体 上 它 是 单 可 迁 的 ， 
14.5 推广 (G, X) ЖК Р-р (p € N) 的 ,如 采 G 在 由 X di p 
个 不 同 点 构成 的 点 组 的 集合 上 可 迁 。 А 2.3.3.5, 4.5.10, 4.6.9, 
6.1.1,9.1.6,9.1.7,9.6.2,9.7.1,18.5.5 ,18.8.4,18.10.6,19.4.5.1 中 的 
例子 。 二 2 时 ,也 称 为 双重 可 迁 , 余 类 推 , 
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15 稳定 群 , 齐 性 空间 


现在 来 考虑 某 种 非 单 可 迁 性 ,因为 我 们 注意 到 , 考 
y = р(х) = AG), Wl CA 7g) Cx) = х, 
151 ЖХ. TEH (G, X), Ях € X 的 稳定 群 或 迷 向 群 
就 是 G.-—1g€G:g(x) = xj. 
15.2 Й. 在 1.2.2 中 ,对 于 X= 二 4 和 x 二 1， 有 目 然 同 构 Ga 
Sn。 Ж Х = 5,6, Й 


| Са yt, pe G; > A 
通过 这 种 同 构 , 可 以 计算 置换 和 组 合 的 总 数 , 即 Жб, == 2! 和 
| n 
= == р 
FP pae ( p ) С» 3 


风 1.5.8, 

Æ 1.2.6 中 ,对 内 月 同 构 , 有 

Gg = {h € Gihg = gh], 

HI z iS tr pg. 

在 1.2.5 中 , 对 Се 有 同 构 Су=0О(р) X O(n — p) СЖП 
n = dimE) 和 0(p) = О(Ҝ?), 
1.5.3 [EH 

| Gec == gGxg ` | 

换 名 话说 、Gzecx， 和 G, 是 G 的 两 个 Gü XE— 4 W El l] J) Ж 
Bun) RE. AMAER. 这 样 就 用 另 一 种 方式 很 快 好 得 出 
1.4.4.1 的 结论 。 
154 ЖХ. 集合 和 称 为 (关于 作用 G 的 ) 齐 性 空间 ， 如 有 果 IG, 
X,9) "if. 

хэт (G, X, g) 是 齐 性 的 ， 固 定 «€ X; i 0:G X 
定义 汐 6(g) = g(x)， 由 于 g(x) = AG) 等 价 于 А7166 Ce 所 
以 6 通过 下 述 等 价 关 系 推 衍 到 G 的 商 空间 G/G;: 


e B ° 


gRh «— h tg € G,, 
К: | 
(6G — 
4 Va 
с/с, 


(注意 : С/С, 一 般 并 不 是 群 ! ) 由 上 图 可 见 W: 9:G/G,— X ERN 
射 。 于 是 ,在 集 论 的 意义 上 有 


1.5.5 

这 个 关系 式 是 极其 有 用 的 ,有 了 它 , 可 以 把 对 集合 X 的 研究 化 为 一 
个 代数 问题 , 即 对 (G, G.) 的 研究 ; 例如 可 参见 [B-H],[WF]. 
15.6 ЖҮ. EG HIR, X ER, ВЗЕХ = CHEG)/C4EG.CNSE 
f£—x€X) | 

15.7 Ж-Ж НЕ. A GMX BERIN, m? ÆG xx 
X PRERESI, Д — Ж, РР ХАА ТЕА 
的 С/С: 1.9.1 中 的 一 个 反例 ， | 

1.5.8 应 用 “牧羊 人 法 则 ”( 人 参见 [BI 0],р. ЕШ. 41), Н 1.5.2 和 
1.5.6 nf IH dE A = n = (Еб„)/ (4ES, ) ,于 是 由 数学 归纳 法 就 
有 #б„==л!. ЉТ 


EZ, , = (#@,)/[(#8EG,)(#EG, ,)] == 


n! 
pi(n — 238 
1.5.9 由 1.5.2 和 1.5.5， 可 将 Grassmann #6 Ск» 写成 齐 性 空 
[B] C,» = O(s)/0(p) X O(n — p); 它 的 应 用 可 见 [HU] 中 第 
18 章 , 也 可 参见 14.3.7, | 


16 轨道 ,分 类 公式 


现在 研究 非 可 迁 性 . 
16.1 ЖХ, XT (G, X) rE X 的 轨道 OG) 就 是 


1: š apura, ардылы UNUM DE AC NARI AUI EE iio D: AERA hb 


O(s) = (g(a):g € G). 
在 XX 中 引进 等 价 关系 RI «pe Glg(x) 一 》， 则 我 们 看 到 ,等 ` 
价 类 就 是 轨道 ， 因 而 它们 构成 一 个 划分 。 这 样 就 得 到 一 个 轨道 空 
BJ X/G, 由 1.5.5 有 
162 


O(x) 


由 1.5.6 又 有 
163 “推论 。 若 G 是 有 限 集 , 则 对 任 一 =,O(e) 是 有 限 集 , 且 
3EO(z) = (#С)/(#С). ` 
L6.4 9j. 1.2.5 中 的 轨道 称 为 置换 z 的 循环 . 通过 对 它们 的 讨 
论 ,可 将 e, А ЗО ЖЮ Ж. : 
1.2.5 中 ,对 于 X 一 EE， 轨道 是 以 原点 为 中 心 的 球面: 
S(0, r); r € R. · 


S(0, r) 
© | 


1.6.4. 

1.2.9 中 轨道 集合 的 结构 是 委 有 趣 的 ; 容易 看 出 所 有 的 轨道 都 
是 圆 (由 于 S'= R/2zZ, W, 1.2.3 末尾 ) ,而 且 是 两 两 相 套 的 ,因此 
商 空间 同 胚 于 球面 9 ( 见 4.3.6)。 要 将 这 种 St 按 圆 所 作 的 划分 表 
示 出 来 是 很 难 的 , 那 就 是 著名 的 Hopf 纤维 化 ;请 参阅 18.8 和 18.9 


» 10» 


中 从 不 同 的 角度 对 这 个 重要 例子 所 作 的 讨论 。 

1.6.5 附注。 给 定 作用 (G,X) 后 , 找 出 轨道 并 将 轨道 集合 X/G 
参数 化 的 问题 ,通常 称 为 分 类 问题 我们 会 看 到 许多 这 桩 的 例子 : 
关于 1.2.6 和 1.4.2, [0 2.7.5.11。 此 外 ,关于 角 ， 可 参见 8.6,8.7, 
二 次 形式 的 分 类 ,可 参见 13.1.4, 仿 射 二 次 曲面 分 类 ,可 参见 15.2， 
或 者 也 可 参见 18.6. 13.10, 

16.6 ”推论 (分 类 公式 )。 设 和 和 G 都 有 限 ，G 作 用 在 X 上 ， Ж 
4CX， 而 且 4 跟 每 条 轨道 交 于 一 点 且 只 交 于 一 点 , 则 


Ет Уже +в, 


А 


4 称 为 喘 射 Р:Х — Х/С 的 一 个 截面 ， 因为 有 s:X/G -> x 使 
pos = idx B. А = 5(X/6); 我 们 可 以 说 , 4 将 轨道 集合 参数 化 


T. | . e 
O(x) 
| | l f f A 
š \ 
X/G | 
1.6.6. 


16.7 在 р-Б ЕШ 

1.6.7.1 定义 . G 称 为 一 个 p- 群 ， 如 果 它 是 有 限 群 且 存在 素 
TY p I m € N* (B HG = pv. 

16.7.2 ”定理 .每 个 2- 群 都 有 一 个 非 平凡 中 心 ， 

证 明 : 我 们 通过 内 自 同 构 ,使 G 作 用 在 G 上 (参见 1.2.6), 并 
将 G 的 中 心 记 为 Ze。 考察 在 X = GNZo 上 由 G 所 诱导 的 作用 
(参见 1.4.2,1.2.6), 

关于 4 对 X/G 所 作 的 参数 化 ,有 (参见 1.6.6): 


Tre, on DI ou MIEMBRO MG ciu аач АШ А СЕ. WAYS а BK UR AC MAE nes eas secedere a eR MER DRE iba БЇ. ` iiam дссс a 


#X = >; 4G[4EG,, 
X € 4 


由 此 有 
С = p" = Ze + У) s GÍ3EG,, 


但 以 #С, 除 P" 仍 是 p 的 乘 方 ,， 而且 С/С, = pr", 
其 中 ma) 之 1。 因 此 2 除 得 尽 ЗС 和 dk XA If SL dE Zç. 

1.6.7.3 附注 。 1.6.7.2 的 证 明 过 程 ， 是 证 明 每 一 有 限 域 必 为 
可 交换 的 这 一 结论 时 的 关键 所 在 。 例如 可 参见 [AN] 第 37 Wi. 
为 使 1.6.7.2 的 证 明 更 精炼 ， 可 讨论 一 个 Р”4 阶 有 限 群 的 Sylow 
ТСР, а 是 两 个 互 质 的 素数 ) , 见 [SEI], 55 147 页 . 
16.8 现在 ， 作 为 这 章 概论 的 结尾 ， 我 们 来 讨论 两 个 更 复杂 的 问 
题 , 其 中 一 个 是 平面 几何 的 问题 , 另 一 个 是 立体 几何 的 问题 。 证 明 
过 程 都 是 粗 线条 的 ， 对 细节 感 兴趣 的 读者 ， 或 可 自己 动手 补 出 证 
明 ,或 可 自行 查阅 参考 文献 。 
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171 ZMR AAKRE НАЕ АОЛ НЕ. EN ЕТА ЛД 
的 读者 一 样 ， 都 会 对 重复 排列 某 种 图 案 而 覆盖 整个 平面 的 图 形 发 
生 兴 趣 。 实 际 上 ,图 案 可 以 千变万化 ， 而 排列 的 方法 却 是 有 限 的 ; 
确切 地 说 ,不 多 不 少 恰好 17 种 .读者 可 参见 1.7.4.1 至 1.7.4.5 各 节 
以 及 1.7.6.1 Æ 1.7.6.12 和 名 节 。 在 阿 朗 勃 拉 富 仅 有 其 中 的 十 一 种 。 
其 余 六 种 ,有 五 种 可 在 撒哈拉 南部 的 书库 巴 和 贝斯 兰 部 落 里 见 到 ， 
另 一 种 则 见于 一 种 中 国 图 案 。1.7 节 的 目的 ， 就 是 将 这 些 “ 重 复 排 
列 图 案 ” 的 问题 公理 化 ， 然 后 证 明 只 有 17 种 可 能 的 群 ， 在 阿 朗 勃 
拉 官 没有 动物 或 人 的 图 案 ， 这 纯 然 是 宗教 禁令 这 种 表现 形式 的 结 
果 ( 与 之 相反 ,例如 图 1.7.4.8 和 1.7.6.13 就 有 这 类 图 案 )。 其实 ,其 
至 可 以 这 么 说 : 正 是 这 科 禁 令 一 一 它 阻 止 了 艺术 家 探求 新 的 图 案 
的 创造 性 一 一 推动 着 艺术 家 创造 各 种 方式 去 重复 某 一 图 案 ， 以 臻 
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最 后 发 现 了 17 种 可 能 的 方式 ;这 个 成 就 对 那个 时 代 来 说 ,是 相当 棕 
人 的 。 也 请 参阅 1.7.7.8, | 

17.2 ”为 了 说 明 ( 除 了 其 它 具 的 外 ) 本 节 标 题 的 意义 ， 我 们 的 公理 
化 做 法 可 以 这 样 开 始 : 假定 装饰 画家 用 一 块 瓦 片 或 者 一 个 拼 联 样 
模 着 手 铺 填 平 面 ， 他 赁 这 种 瓦 片 变 化 出 种 种 式样 来 。 为 了 简便 起 
见 ,我 们 先 假 定 他 移动 瓦 片 时 并 不 转动 它 ,或 者 说 ， 瓦 片 是 沿 着 一 
边 铺 开 去 的 ;参见 1.7.6。 设 是 欧 氏 平面 , PC 是 拼 嵌 样 模 所 占 
的 部 位 ; P 经 移动 后 应 填 满 整 个 平面 而 无 空 阶 , 这 就 是 下 面 的 公理 
GP2。 但 要 得 到 隔 朗 勃 拉 的 那些 铺 基 图形 ,这 一 点 还 是 不 够 的 . SE 
实 上 ,有 所 谓 “ 不 规则 -的 铺 能 ,譬如 象 : 


图 1.7.2. 
德国 数学 会 年 鉴 , 1937 年 第 46 册 , 厌 作者 H. Vorderberg, Teubner, 


它 是 由 一 个 九 边 形 的 样片 经 过 平面 的 正 等 距 变 换 拼 成 的 。 这 个 铺 
ЕЖБА Voderberg 的 书 上 引用 来 的 ， 见 [YG1] 和 [YG2]; 
它 具 有 一 个 惊人 的 性 质 ， 两 个 祥 模 之 间 的 空隙 可 以 由 同样 的 样 模 
填 满 。 读 者 可 以 自己 来 拼 一 个 不 规则 的 铺 嵌 图 形 : 8 R: 的 正方 
БЕЛЕЕ HB zk ЗЕ sk; Z E АИИ RUER pa, PH 258J ВУ Z° BJ WJ x< 
上 ,如 图 1.7.3, 关 于 有 趣 的 "严格 非 赂 期 铺 柑 问题 ,可 参阅 [RN1]， 
[RN2] (所 19%.6.12)，[RN3]，[GA]。 也 可 参见 1.9.16 和 第 170 
页 的 图 。 如 果 要 得 出 "规则 ”的 铺 骨 图 形 ， 就 要 引进 一 个 五 的 等 距 
变换 群 ， 这 就 是 下 述 的 公理 СРІ, 在 图 1.7.2 和 1.7.3 中 并 没有 
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17.3 КВА 三 是 欧 氏 平面 ,了 是 三 中 一 个 连通 紧 集 , P 的 
内 部 非 空 , G 是 互 的 正 等 距 (移动 ) 群 Ist(E) 的 子 群 ,它们 满足 : 
GPL U z(P) = E, 


GP2 Ж g(P)D (P) = @, W| g(P) = А(Р). 
1.7.4 ”现在 我 们 证 明 ， 倘 若 在 E RER hE WJ TPE Ж TERI 


一 个 群 ,满足 上 述 公 理 的 群 G 只 有 五 个 ;它们 分 别 对 应 于 下 面 的 五 
个 图 ,其 中 的 那些 祥 模 是 最 基本 的 ， 也 就 是 说 ， 它 们 满足 一 个 比 
GP2 更 强 的 公理 , 即 从 (PNA) = ф BUB gh. 


即使 这 些 群 (不 计 共 斩 差 别 ) 都 是 有 限 的 。 祥 模式 样 还 是 可 以 
变化 无 穷 的 . 
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1.7.5 ”证 明 
1.7.5.0 设 EE 是 EE 的 底 向 量 空间 , 且 映 射 
— :Is*(E) — GL(E) | 
的 核 ker(— ) = T(E) 是 EE 中 平移 的 全 体 《 有 关内 容 可 参见 
2.3.3.4)。 我 们 知道 (参见 9.3.4) 每 个 


E 1.2.4.5, 
图 1.7.4.1 到 1.7.4.5 和 1.7.6.6 2] 1.7.6.12 学 转 引 自 Y. Bossard 
«10 „А ЛЕ КЕШИК», CEDIC, 1977. 


e [5 * 


| 


- 
) 


à 0 ЖЕЛЕ 
і і 
E 1 
D a 1 
l I 1 | 
1 | , " і I 
| l ' | [| 
' f ' : Í 
NE СИЕ Е ЛЕ 
ү" — — 一 上 一 一 一 CREE MEM 
. 1 I 
图 1.7.4.6. 1.2.4.7. 


Mo 二 


图 1.7.4.8, " 


M. C, Escher, ES .JKE SB. 1953 TES 305 X 230mm. X F 
Escher 纪念 馆 ， 


Í € IS*( ENTE) 
有 且 仅 有 一 个 不 动 点 , 称 作 它 的 中 心 、 并 有 一 个 角度 ; 这 些 了 就 是 
des. 下 文中 我 们 在 许多 地 方 引用 了 第 9 章 中 有 关 欧 氏 平 面 仿 身 
ЛАГ, 有 时 就 不 再 重申 。 证 明 中 第 一 个 关键 的 想法 是 : 
| -1.7.5.1 群 G 离散 地 作用 于 E, 换 旬 话说 ，Ya € E, 轨道 
G(s) ft Е 中 是 离散 的 ， 甚至 是 由 孤立 点 组 成 : УРЄ С(а)Зв > 0 
使 得 对 以 5 为 中 心 、 以 в 为 半径 的 贺 盘 B(5,5)  B(5,s) N 
G(a) = (b). 特别 在 的 一 个 紧 集 中 , 所 有 的 轨道 都 只 有 有 限 多 
个 点 ,这 是 因为 紧 离散 集 总 是 有 限 集 . | 
为 了 证 明 离 散 性 ,首先 我 们 注意 到 ， 根 据 公 理 СР2, E 中 每 
个 紧 集 只 含有 限 多 个 不 同 的 样 模 g(P): 利用 紧 集 中 任 一 序列 都 
有 一 个 极限 点 这 一 性 质 ,由 归 修 凌 凤 得 结论 ， 然后 再 注意 到 ,一 个 
Б Р’ == g(P) 的 稳定 子 群 , 设 为 Gr = {8 €G;8(P') =P} A 
是 有 限 的 ， 事 实 上 ,根据 9.8.6.1, 存 在 a EE 使 
ССС, {gE G:g(a') = 4. | 
选取 样 模 P” 使 相应 的 点 (根据 9.8.6.1) 有 a" Aa. 既然 只 有 
恒 等 变换 使 a’ 和 а” 都 不 动 (必要 时 参阅 9.1.6), Gr 的 基数 就 中 
样 模 g(P), єє G, 的 个 数 相 等 ;由 于 这 些 样 模 各 各 分 布 在 一 个 
Д а онгон. ПЫТЫШЕ. 


最 后 要 证 明 G 的 每 条 轨道 Оа) 称号 由 孤立 点 组 成 的 ; 由 于 
G 是 群 ,我 们 就 只 要 证 明 4 在 Gla) REAA. BEA л> 0; 
Е Bla, x) 相交 的 样 模 的 个 数 是 有 限 的 ,因为 它们 位 于 同一 
个 紧 集 中 , 即 以 2 为 中 心 \ 以 + 3 为 半径 的 圆 盘 中 ， 这 里 8 表示 
样 模 的 直径 。 然 而 Ble, PNC) 的 所 有 元 素 位 于 这 有 限 多 个 
样 模 中 的 一 个 之 内 ,根据 第 一 段 ,它们 在 每 个 样 模 中 的 个 数 就 都 是 
ARAI. 于 是 С(а) П В(а, п) 有 限 ,从 而 4 在 С(а) matar, 

证 明 的 第 二 个 要 点 是 : 引进 G 中 由 平移 全 体 构 成 的 子 群 

T = Gf T(E). | 

于 是 : | 
1152 群 了 是 一 个 网 格 ,也 就 是 说 ,存在 EB T EG, 2) 
使 得 了 正好 是 沿 所 有 的 向 量 Zi Zo 的 平移 的 集合 . 

首先 ， 用 归 廖 法 证 明 T 至 少 含有 两 个 线性 独立 的 平移 。 先 假 
E 了 一 Ids， 那 么 G 仅 含 旋 转 ; 若 其 中 有 两 个 旋转 r, * 的 中 心 不 
同 ， 则 根据 1.7.5:0, В оло 是 非 平 凡 的 平移 ， 因 此 G 中 


的 旋转 都 是 以 同一 点 % 为 中 心 的 ,于 是 U g(P) 含 在 一 个 以 @ 为 
中 心 的 圆 盘 内 ,从 而 与 ОРІ 43846. GET 中 的 方向 都 是 平行 的 ， 
并 设 re GNT, fi z: € r 是 一 个 沿 向 量 上 的 平移 ; ШЗ ЕН nr 


_ ү (m) а s (r(m)) 


图 1.7.5.1.1. 1.2.5.1.2. 


就 是 沿 向 量 (E) АЕ, НЕЧ (E) 应 与 #5 平行 ,? 必 是 一 个 中 
心 对 称 。 于 是 GNT 中 所 有 的 旋转 都 成 了 中 心 对 称 ; 若 r.s 分 别 


以 a, а" 为 对 称 中 心 , 则 sr 就 是 沿 向 量 ax" 的 平移 . 这 样 , G\T 
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图 1.7.5.1.3。 


中 所 有 元 素 的 对 称 中 心 就 将 位 于 一 条 平行 于 我 们 的 平移 方向 的 直 
线 上 ;由 此 将 推出 U P) 含 于 一 条 以 D 为 中 轴 的 带子 内 , IB 


EEG 


GPl 又 是 相悖 的 . 


现在 ,了 已 至 少 含有 两 个 线性 独立 的 向 量 平移 ; 还 要 说 明 的 是 
存在 8, 2 使 
工 一 { 平 移 Zi 十 Zò}. 
根据 1.7.5.1， 可 以 找到 T 中 一 个 具有 最 小 模 21 的 向 量 平移 


云 以 及 具有 最 小 模 lal 的 向 量 平移 2€ Za; RINA, аг RAE 


所 要 求 的 两 个 向 量 平移 ， 设 9 是 平行 四 边 形 
Q = {a + ti + 59:1, s€ [0, 1]}, 
顶点 4 是 任意 给 定 的 。 由 于 G 是 群 ,而 
DI{ 平 移 Zú + Zò}, 


所 以 00), g€T 充满 整个 E; 从 而 a 在 工作 用 下 的 轨道 上 的 


任 一 点 一 一 它 不 在 a + Zú + Z? 
内 的 一 点 y. 但 由 2, 2 的 取 法 ，， 到 2 的 四 个 顶点 的 距离 都 天 
格 地 小 于 Hal 99, 191. 由 此 得 出 Tf 中 这 么 一 个 平移 ， 跟 去 和 注 的 
选取 是 矛盾 的 .为 了 证 明 这 一 点 ,不 失 一 般 性 ,我 们 假设 Y 位 于 三 
角形 
fa, b= a+ 8, c= adr) 

内 ;直线 《a, y) ЧАВ (Р, су Fa, 我 们 有 dla, у) < dla, 
а”). 但 4(а, а) < (dla, b) + dla, c))/2, 5 а Яп 2 ER F 
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# r€ G', 公理 GP2 说 明 > 必定 
是 有 限 阶 和 的。 G 仅 含 二 阶 旋转 ， 
也 即 仅 含 关于 五 中 的 点 的 对 称 的 


那 就 是 图 1.7.4.1 的 群 ; 若 确实 有 
二 阶 旋转 ， 那 就 是 17.4.2 的 群 . 
所 以 ， 现 在 假定 r € G' 的 阶 

图 LO. с 之 3， 而 且 角 度 为 2x/o, XX Ë, 
是 可 能 的 ; 设 a 是 旋转 中 心 . 设 是 6' 中 不 同 于 a 且 最 靠近 4 的 
旋转 中 心 ; 再 设 s 是 以 5 为 中 心 、 阶 8 2> 3、 角 度 为 2x/8 的 旋 
转 。 令 ¿= (rs), МА rs: = idg, 但 9.3.6 ЕВН, г 的 中 心 
c 保证 了 三 角形 abc 的 内 角 和 是 r,s, : 的 角度 之 和 的 一 半 . M 
在 我 们 证 明 , 由 6 的 选取 可 以 引出 。 若 记 : 的 阶 为 7, 则 :的 角度 


r а 


. 20 « 


v - 


mL nitr 


Cp ec 


SET 2x/7。 事 实 上 倘若 : 的 角度 为 2xn/7,n > 2,G' 中 就 将 存在 
一 个 以 c 为 中 心 、 角 度 小 于 : 的 角度 的 旋转 ;由 此 , 再 用 一 次 9.3.6 
的 结果 ,就 将 得 出 (rv)-+é G' 且 其 中 心 a' 比 5 更 靠近 а, ЖЯ 
JB. 

因为 三 角形 内 角 和 为 r, 我 们 就 有 


үзүшү 
e 8 Y 


因为 a, p, Y€ N 且 都 之 3, 所 有 的 可 能 性 可 由 下 表 给 出 : 
1.7.5.4 


情形 П 


情形 III 


容易 证 明 I, П, Ш 这 三 种 情形 分 别 相应 于 1.7.4.3，1.7.4.4 和 
1.7.4.5 各 图 的 群 。 | 

17.6 ”如 果 现 在 我 们 讨论 同样 的 问题 ， 但 把 LHE) 换 成 整个 
I(E) 群 ,也 就 是 说 瓦 片 的 两 面 都 得 用 来 装饰 铺 砌 ,这 时 前 面 的 讨 
论 仍 然 有 效 (1.7.5.1 和 1.7.5.2), 但 G 的 情况 要 稍微 复杂 一 些 ; 我 们 
还 能 找到 另外 12 个 群 ,加 在 一 起 就 是 17 个 ， 这 12 个 群 就 是 下 面 
的 图 形 所 对 应 的 那些 群 ; 
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1.7.7 附注 

17.5.1 第 一 个 严格 证 明 拼 嵌 群 共有 17 种 的 人 , 似乎 是 
Fedorov(1891 年 )。 进 一 步 的 历史 的 或 工艺 的 说 明 , 可 参见 [FT2]， 
p.38, [СКІ], p. 279, [H-C], 38 II Xx, 

Fedorov 的 出 发 点 是 结晶 学 。 关于 平面 及 空间 的 晶体 群 ， 最 
新 的 完备 的 参考 书 是 [BUR], [CR2] 中 也 有 某 些 很 有 意 恩 、 很 
详细 的 历史 材料 。 尤 其 可 参见 [SC1]。 也 可 参见 1.9.14 MESC. 
关于 4 维 的 情形 ,参见 [B-B-N-W-Z]. 

17.7.2 Sài EXE 3 维 欧 氏 空间 提出 的 、 但 在 别 的 非 
欧 的 空间 也 有 这 个 问题 ; 例如 在 球面 或 在 双 曲 空间 .球面 上 的 
铺 嵌 问题 可 参见 下 面 的 1.8.6 节 , 双 曲 空间 的 错 嵌 可 参见 19.6.12, 

1.7.7.3 з 维 空间 的 铺 赃 可 见 [BUR1, 其 中 举 出 了 230 种 铺 
RDR. 在 任意 维 的 情形 、 问 题 相当 复杂 ， 我 们 还 不 能 有 什么 预 

.在 4 维 的 情形 ,有 4783 种 . 

1.7.5.2 中 关键 问题 的 证 明 ， 在 任意 维 的 情形 已 不 是 那么 容 ， 
这 是 Bieberbach 的 定理 , 参 参见 [WF], 第 100 тд. 

1734 无 不 动 点 的 (任意 维 ) 拼 椒 群 的 分 类 问题 、 却 来 得 更 
简单 些 , 所 请 无 不 动 点 是 指 Vg € GNe: 对 所 有 的 x € E, (ш) 9 x. 


”这 种 群 之 所 以 引起 我 们 的 兴趣 ,是 因为 商 空 间 X/G 是 光滑 的 ,而 


且 还 是 一 个 微分 流 形 ， 

在 2 维 的 情形 ,只 有 两 个 群 具有 这 一 性 质 ,一 个 是 图 1.7.4.1 的 
群 , 它 给 出 的 商 空 间 是 二 维 环 面 Re/ 如 ， 男 一 个 是 图 1.7.6.3 的 群 ， 
商 空 间 为 著名 的 Klein Ж. 在 [WF] 38 3 章 里 有 这 些 群 在 任意 
维 情形 下 的 分 类 ; 3 维 时 有 6 种 ,参见 ГУЕ}, 第 117 页 ， | 

1.7.7.5 ”关于 铺 棋 以 及 一 些 相 近 的 但 更 引人入胜 的 内 容 ， 可 
参见 [FT1] 和 [FT2]. 

1.7.7.6 关于 与 图 1.7.4.8 和 1.7.6.13 相仿 的 其 它 图 画 ， 可 参 
KL[FT2], “нан” І, II, III 和 [ER]. 

1.7.7.7 还 可 参见 1.8.7,1.9.4, 1.9.9, 1.9.12, 

1.7.7.8 关于 一 种 更 细致 的 , 得 出 81 种 铺 媒 形式 的 分 类 ， 参 
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B 1.7.6.13. 
M. С. Escher, “HEMRAJ S SK. Escher 纪念 馆 。 


见 [GR-SH1]. XT 91 种 形式 的 ， 参 见 [GR-SH2]， 也 可 参见 
1.9.13, | MEM 


L8 S'H ISI O3) 的 有 限 子 群 


L&1 对 1.7.5.3 可 作 这 样 的 解释 以 。 为 中 心 的 有 限 价 的 旋转 ， 
产生 了 以 a 为 贺 心 的 圆 的 规则 铺 柑 。 或 者 还 可 以 这 样 说 ,平面 铺 
嵌 问 题 孕 育 着 绕 平面 上 固定 点 的 旋转 群 , 即 O*(2) 的 同 构 群 的 有 
限 子 群 的 研究 (参见 8.3). 同样 , 3 维 欧 氏 空间 的 铺 嵌 问题 孕育 着 
0+(3) 的 有 限 子 群 的 研究 ， 而 它 又 可 以 化 为 球面 5 的 铺 嵌 问题 . 
这 里 ,我 们 只 讨论 最 后 的 这 个 问题 ,对 230 0 种 空间 最 体 群 感 兴 《 趣 的 
读者 可 参看 [BUR]. | 


Ке ( у 
— -— 


图 1.8.1.1. | 图 1.8.1.2. 


18.2 定理 . ЖИ 0(3) PEREDE, O*C3) WARF 
群 共 有 五 种 ， 其 中 三 种 是 群 ， 两 种 是 以 222 的 整数 为 足 标的 群 序 
列 . 

在 给 出 1.8.3.4 中 关于 正 多 面体 的 直观 模型 之 前 ， ARE 
个 问题 给 出 一 种 数学 上 的 解决 方法 。 关于 正 多 面体 ， 参 参见 12.5， 
12.6 #0. 
18.3 ”证明 提要 

1.8.3.1 出 发 点 是 巧妙 地 运用 分 类 公式 1.6.6, 58— 种 用 到 正 
多 面体 以 及 Euler 公式 的 方法 ,将 在 12.7.4 中 给 出 ; 在 12.6 中 我 
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们 将 对 任意 维 的 正 多 胞 形 进行 分 类 . 

i; GCO*(3) 是 给 定 的 有 限 子 群 , 其 作用 限制 在 球面 $t 
引进 

T={(g,*)€E(G\e) X Sigl) rts n 
它 是 眼 G 在 5 中 的 不 动 点 , 也 就 是 说 (参见 8.4.7.) ERE С/е 的 
旋转 轴 有 密 著 联系 的 下面 用 两 种 办 法 来 计算 Hr, 先 就 8 求 和 ， 
然后 就 * Жа. © | 
| X = {х6 52; re б\е\г 0) = z), 
这 是 非 平凡 的 z 的 不 动 点 集合 . 

根据 8.4.7.1, 每 个 ge GV 恰好 有 两 个 不 同 的 不 动 点 ， Bim 
#T = (4С — 1). 5ЗИЖ+Х,Ж ПКЕ СЕНТ XCS 的 轨 
道 以 及 由 1.6.6 中 的 截面 4 所 给 出 的 参数 。 对 z€ A, Ж CER 
1.6.2): #+0(х) = #С/+ФсС,; {А (2 1.5.3) +С, ЧТ 
ye OC) 都 是 常数 。 设 这 常数 记 为 v(x).。 这 个 常数 正 是 由 G， 
生成 的 旋转 的 阶 数 ; 于 是 有 间 (Gy\e = v(x) 一 1。 由 于 

G\e = {gE G|(g, y) Г}, | 

有 


#r= Y) (0, — 1)#0 C) = >] (>, — D GEG)/ GEG,) 


x€A. 
= p xGO.— 1) 


ХЕЛ Vr 


从 而 
1.8.3.2 


1.8.3.3 ”车 所 有 的 v, 都 很 大 , 则 每 个 1—(1/>,) 都 很 接近 1， 
因此 除了 和 式 中 不 超过 两 项 的 情形 外 、 它 们 的 和 是 大 于 2 BU. di 
此 容易 看 出 ,所 有 可 能 的 情形 有 如 下 表 所 示 : i 
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п 为 任何 之 2 
的 整数 


3 轨道 


1.8.3.4 ”因此 对 轨道 的 基数 及 相应 的 迷 向 群 的 阶 数 而 言 ， 只 
存在 5 种 可 能 的 情形 。 接 下 来 还 要 证 明 1°: 每 种 情形 都 是 确实 
发 生 的 ; 29. 不 计 在 0(3) 中 的 共 邦 差别 的 话 ， 每 一 种 情形 只 对 


应 一 个 群 С. 
第 2? 点 并 不 很 难 ， 但 需要 很 仔细 地 讨论 , 参见 [AS]. 至 于 
1° ,我们 可 以 看 到 : | 


一 一 情形 1 是 由 一 个 R° 中 的 4 阶 旋转 所 生成 的 + 阶 循环 群 实现 
的 ; 两 个 轨道 由 位 于 公共 旋转 轴 上 的 、5 的 两 个 点 构成 (图 
1.8.4.1); 

一 一 情形 IL E 0+(3) 中 保持 R° 的 某 平面 上 以 原点 为 中 心 的 正 
s 边 形 的 稳定 性 的 子 群 的 情形 ; G 包 含 = 个 角度 为 247 1 n, 
以 多 边 形 的 轴 为 轴 的 旋转 。 以 及 关于 多 边 形 中 心 跟 顶 点 和 各 
边 中 点 的 7 条 连 线 的 对 称 (注意 ”= 为 奇数 或 偶数 时 的 微小 

。 29 。 
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差别 ). 群 G 称 为 二 面体 群 Qs №, 参见 0.2)。 多边 形 轴 上 
的 、5 的 两 点 仅 构成 一 个 轨道 ， 另 两 个 轨道 : 一 个 是 多 边 形 
的 顶点 (我 们 可 以 在 S? 上 描 出 来 ) ,一 个 是 各 边 中 点 在 32 上 的 
辐射 投影 点 ;网 图 1.8.4.1; ` 

一 一 情形 HI, IV, V 是 由 0'(3) 中 保持 以 原点 为 中 心 的 正四 
面体 ,正六 面体 \ 正 十 二 面体 的 稳定 性 的 子 群 实现 的 ， 正 四 面 
体 和 正六 面体 的 情形 是 显 易 的 ; 正 十 二 面体 则 不 然 ,我 们 将 在 
12.5.5 再 讨论 。 | 

18.4 ”我 们 说 (参见 12.5.4 和 12.5.5) ,正六 面体 和 正八 面体 的 群 是 


ВО, 而且， 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 的 群 也 是 一 样 的 。 情形 
HI ЕЮ с о. ТУ 的 群 同 构 于 €. V 的 群 同 构 于 ow 


a =m 30 -+ 


X: BAA Luca pacioli фт «x Ж . 芬 奇 为 Luca Pacioli hH <d 
АНЕ І» ВЛЕ. mk. 奇 的 比例 ?所 画 的 十 二 面体 ， 
图 1.8.4.7. 
这 些 结论 参 岂 12.5.5.6. 
1.8.5 EH 1.7.6 的 讨论 相仿 地 ， 我 们 在 这 里 也 可 以 讨 № 0(3) 的 
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有 限 群 。 这 并 不 困难 ; {ТЕГИ 1, ШИЕ Ж V 相应 的 是 一 个 120 
阶 的 群 ,图 形 如 下 ， 它 提供 了 相应 的 St 的 一 种 基本 销赃 。 
1.86 ”对 于 ?8 的 铺 欲 《或 者 甚至 双 曲 平 
. HBAR SS UL 19.2), 1.7.5.2 的 主要 方 
法 还 是 可 行 的 (图 1.7.5.3); 但 必须 考虑 
三 个 “旋转 ”+, s, 4 使 re = 恒 等 变 
№. 

在 欧 氏 、 球 面 、 双 曲 这 三 种 几何 里 ， 
它们 的 角度 应 有 2r/a, 25/8, 2х[т 的 
Oms M. oaa «уц Xo a, В, т 都 是 整数 ， 而 且 这 些 角 
Jat», John Wiley 出 版 社 。” 度 之 和 应 是 这 些 旋 转 的 中 心 r, s, 1 所 

构成 的 三 角形 的 内 利和 的 两 信 在 欧 氏 


几何 里 总 有 2+ ГЫС + 一 = 1, HU 18.3.8.4, 在 球面 几何 里 
1.8.6.1 
1 + 一 1 + > L 
1 


根据 19.5.4, 在 双 曲 几何 里 +2 + 2. ioci. 我们 也 可 以 由 此 


出 发 对 0*(3) 的 有 限 子 群 进行 分 类 . 显然 它们 是 为 数 有 限 的 (至 
少 对 а, В, y 的 可 能 取 值 范围 而 言 )。 双 曲 几何 则 情形 大 不 相同 : 
除 几 个 较 小 的 数 外 ,所 有 的 (a, 8, Y) 组 合 都 满足 
1 1 
| 二 二 < 

在 19.6.2 中 我 们 会 看 到 ， 确 实 每 个 这 样 的 群 给 出 了 双 曲 平面 的 一 
种 铺 嵌 ， 因 而 后 一 种 情形 的 群 是 为 数 无 限 的 。 有 关 的 参考 或 补充 
的 内 容 也 可 参见 19.612, 
18.7 ”由 生成 元 和 关系 定义 的 群 

我 们 可 以 由 满足 一 个 关系 的 两 个 生成 元 rss 来 定义 二 面体 
EE D (AM 0.2 和 1.8.3.4); 
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1.8.1.1 r” = jump, pg mum 5р1, 

1.8.3.4 ”中正 多 面体 相应 的 三 种 0+(3) 子 群 也 可 由 满足 下 
述 关 系 的 两 个 生成 元 r, + 来 定义 : 

r? = 59 = (rs)' = e, 
其 中 ,对 正四 面体 而 言 Р, 4 = {3, 3}， 对 正六 面体 为 {3， 4}， 对 
正 十 二 面体 为 13, 5}。 注 意 ， ARRERA MERRE 
性 并 不 是 很 显然 的 . 

也 可 以 相仿 地 定义 拼 庶 群 ; 例如 图 1.7.4.1 (OH HRE 
关系 rs 一 s 的 两 个 生成 元 r,s 定义 的 . 请 读者 自己 写 出 其 它 
RRE. 

描述 二 面体 群 的 另 一 种 不 同 于 1.8.7.1 的 方法 ,是 指定 两 个 生 
成 元 r,s 满足 一 个 关系 : 

1.8.7.2 和 一 了 一 (rr)7 = e. | m 

相仿 地 , 正 多 面体 的 三 种 稳定 子 群 〈0(3) 的 稳定 子 群 , 阶 分 
别 为 24, 28, 120,1 12.5.4.1, 12.5.4.2, 12.5.5.6) 由 三 个 生成 元 
r, s 2 和 关系 

1.8.7.3 7? = # = £ = (rs)? = (st)! == (tr) = е 
所 定义 ,，p, 4 如 上 所 述 . 

我 们 注意 到 1.8.7.2 和 1.8.7.3 非常 相 象 ;实际 上 这 是 更 一 般 的 
群 的 两 个 特例 ， 那 种 群 定义 为 由 超 平面 对 称 所 生成 的 、 欧 氏 仿 射 
空间 的 等 距 群 的 离散 子 群 。 它 们 之 所 以 引起 人 们 的 兴趣 ， 是 因为 
在 欧 氏 几何 以 外 的 好 多 领域 都 磁 得 到 它们 ; 特别 是 在 半 单 李 群 的 
研究 中 ， 它 们 起 了 很 大 的 作用 。 关 于 这 一 近来 进展 很 大 的 课题 以 
及 上 面 那 些 例 子 的 进一步 说 明 ， 可 参见 : [C-M] 全 书 或 其 中 第 
38—51 页; [BI4] 全 书 及 其 中 第 234—240 页 的 历史 附注 . 


1.9 练 E 
1.91 讨论 G = Z ERER КЛА S! 上 的 轨道 ,这 里 ,根据 实数 


о Е, R :是 通过 p(s)(z) = ez 等 同 于 《的 。 如 采 a 是 
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无 理 数 ,由 此 可 以 作出 1.5.7 中 提 到 的 反例 吗 ? | 

1.9.2 .对 G = R, X = 9 讨论 同样 的 问题 ， 沿 用 1.2.9 中 的 记 

=. Il(5n(s, z') = (ez, e'"z'), ac R. | | 

1.9.3 ”根据 下 面 给 出 的 提要 ,完成 定理 1.8.2 的 证 明 。 

1.9.4” 先 对 其 中 5 种 、 然 后 对 所 有 17 SHE Р: 

一 一 迷 向 群 的 阶 ; ” . | . | 

一 一 它 的 结构 ; 

一 一 它 的 各 种 轨道 的 柱 质 ; ИН 

一 一 由 生成 元 及 关系 给 出 的 定义 (参见 1.8.7). v : 

19.5 ”对 作用 在 S$ 上 的 O*(3) (或 0(3)) 的 有 限 子 群 讨论 同样 

的 问题 。 

1.9.6 画 出 在 情形 I, П, III, IV 的 群 的 作用 下 , S! BJ 25 К 
样式 。 


1.9.6. 


19.7 证明 从 1.7.7.4 中 得 到 的 商 空间 就 是 环 面 和 Klein H. 
1.9.8 ERAH E Si 球面 S' (例如 参见 18.8.1) 以 及 更 一 般 地 对 球 
面 ”St+， 都 存在 无 穷 多 种 相应 的 拼 饮 群 。 

19.9 ”比较 ,讨论 下 列 著作 中 的 拼 贬 群 分 类 问题 ，[GR1, 第 72 一 
8411, [H-C], 第 70—81 页 ，[WL], 522—115. 

1.9.10 ЖЕ 为 个 元 素 的 有 限 域 上 的 有 限 z 维 向 量 空间 ， 计 算 
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Gro (参见 1.2.5). 

19.1] Ж O*(3) 的 所 有 的 紧 子 群 . 
1.9.12 ”基本 域 . 设 GCISCE) 是 欧 氏 仿 射 平面 的 等 距 群 的 子 群 ; 
假设 G 的 所 有 的 轨道 都 是 互 的 离散 子 集 。 对 固定 的 ec E, i EH 

P = {хє E:d(x, а) < d(x,g(a)) VgeG] 

ЕЗЕН, 

1.9.13 Bk. 考虑 样 模 为 凸 形 且 满 足 1. 7.3 BU E TELE, 证 明 
平面 上 至 少 同 属 三 个 不 同样 模 的 点 的 数目 是 有 限 的 ， 大 于 或 等 于 
3 且 不 依赖 于 了 的 选取 ;下 面 以 记 这 个 数 。 将 ?的 顶点 顺序 记 
Е m, "ут, 用 表示 含有 m, 的 样 模 的 个 数 。 证 明 序 列 
(w; )i= 与 P 的 选取 无 关 ( 不 计 序 列 倒置 或 轮换 的 差别 ) ; 称 之 为 
拼 详 的 价 序列 。 证明 总 有 | 


2 i=1 © 

(可 参照 12.7.2, 12.7.4)。 并 进而 证 明 : 只 有 23 种 可 能 的 价 序列 . 
画 出 价 序列 为 (3, 3, 3, 3, 3,3),(3, 3, 3, 3,6),(3, 3, 3, 4,4), 
(3, 3, 4, 3, 4), (4, 4, 4, 4), (3, 6, 3, 6), (3, 4, 6, 4), (6,6, 
6),(4,8,8),(3, 12, 12),(4, 6, 12) RS HK AE SK. 最 后 证 明 这 些 
ЭРЕК BE P^ АЕ PERI ЖИТ HET. Ж Г = И, 1.7.7.8, 
19.14 3JULURMER-RAGEDHEOEBIUE HERGA? 用 
任意 四 边 形 呢 ? 关于 五 边 形 及 边 数 更 多 的 情形 ,可 见 [SC21. 
19.15 设 s1 21 和 z:2 — 31 2 是 6 中 两 个 置换 . 
ПЕНЯ г оғ 是 3 ИА. ЛИЕВА, ж ©, fEHTSEC L.HGXT s 
AE CBE (zg) == 8)、 关 于 * 逆 不 变 ( 即 (g) = 8 9， 则 必 有 
sg=g 

参见 在 9.5.4.9 rn gw Hi. 
1.9.16 证明 用 图 1.9.16 中 的 六 种 样 模 可 以 铺 符 平面 ;证 明 由 这 六 
种 样 模 实 现 的 平面 铺 嵌 不 是 周期 的 ， 也 就 是 说 ， 保 持 拼 赃 整 体 稳 
定 的 平面 等 距 群 中 不 可 能 含有 非 平凡 的 平移 。 对 这 个 证 朋 感 到 困 
难 的 读者 ,或 可 参考 [RN1]， 或 可 进行 下 面 的 工作 : 画 下 六 种 样 
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i . 


iu 


模 , 然 后 复印 相当 数量 ,再 前 下 来 拼 拼 看 ， 也 可 参见 第 170 页 的 图 ， 


4 一 


5523€ 仿 射 空间 


这 一 阐 介 绍 仿 射 空 间 ， 过 是 本 书 中 用 得 最 多 的 几何 空间 。 
射 空 间 就 是 一 个 向 量 $8 ADARODEAETA AU 
而 忘掉 0 这 个 点 的 特殊 性 。 于 是 , 仿 射 空间 、 仿 射 空 间 的 映射 、 仿 
射 子 空间 的 基本 性 质 ， 都 是 线性 代数 中 的 性 质 在 某 种 程度 上 的 翻 
版 。 因 此 ， 大 部 分 证 明 都 是 不 言 而 喻 的 : 凡 要 证 明 念 射 空 间 中 的 

一 个 结论 ， 我 们 的 思路 就 是 通过 适当 的 平移 把 它 化 为 向 量 空间 中 
的 问题 ,这 样 的 做 法 往往 也 就 是 把 所 考虑 的 空间 在 某 一 点 向 量化 . 

从 第 2.5 节 起 几何 重 又 登场 ， 首 先是 几 个 很 容易 的 定理 : 
Thaks 定理 ， Pappus 定理 和 Desargues Z Z, | 唯一 比较 困难 而 
又 很 有 趣 的 结果 ,是 第 2.6 节 中 仿 射 几何 的 基本 定理 , 它 声 称 : 两 个 
仿 射 空间 之 间 的 集合 论 意义 下 的 映射 ， 若 把 位 于 同一 直线 的 点 仍 
变 成 位 于 同一 直线 的 点 , 则 它 几 乎 就 是 仿 射 映射 。 

这 一 章 的 最 后 部 分 讲 有 限 维 实 仿 射 空间 和 一 些 以 后 要 用 到 的 
结果 ;这 些 空间 ,以 及 它们 的 仿 射 群 GA(')， 都 有 一 个 标准 拓 朴 。 
它们 具有 完全 成 正比 的 Lebesgue 测度 、 根 据 测度 论 ,我 们 将 证 明 
和 的 每 一 紧 子 集 天 总 有 一 点 , 即 中 心 , 是 在 任何 使 玉 整 体 不 变 的 和 
的 自 同 构 下 不 动 的 。 厄 据 同样 的 思想 ， 使 紧 集 天 整体 不 变 的 自 同 
构 全 体 构 成 的 GA(X) 的 子 群 , 若 内 部 非 空 , 则 必然 是 紧 的 3 反之 ， 
GA(X) 的 任 一 紧 子 群 必 仿 于 买 的 关于 某 点 的 稳定 群 之 中 。 

想 要 知道 2.1 至 2.6 各 节 证 明 的 细节 的 读者 ,可 以 在 [FL] 中 
得 到 满意 的 答复 。 | 
, 这 章 里 磁 到 的 向 量 空间 都 是 域 上 的 向 量 空 间 。 如 果 同 时 芳 
虑 两 个 向 量 空间 或 仿 射 空间 ， 它们 总 是 在 同一 个 基 域 上 的 ， 唯 
一 的 值得 注意 的 例外 是 第 2.6 节 。 

一 个 很 有 痢 恩 的 习题 : 仔细 讨论 在 哪些 地 方 用 到 了 基 域 的 可 
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交换 乌 ， 并且 在 必要 时 适当 修改 讨论 的 结果 。 
2.1 x X 


211 EX. 域 玉 上 的 一 个 仿 射 空间 ,就 是 一 个 群 的 作 扎 (X, X, 
Ф), Rh 又 是 天 上 的 向 量 空间 并 作为 一 意 、 可 迁 的 加 群 作 用 在 
k. | 
2.12 25. É 

Ф(#)у(х) = = + š; 
DCE) 称 为 X 的 平移 ,更 确切 地 说 ， ФСБ) 是 沿 向 量 的 平移 并 记 


| e E E 
x 
图 2.1.1. 
”我 们 通常 就 把 仿 射 空间 记 为 X. 有 时 把 六 叫 作 仿 射 空间 X 的 
底 向 量 空间 . 


[| 


2.1.3 根据 1.4.4.1, (X, X, @) 是 单 可 迁 的 ， 因而 存在 一 个 映射 
КЕ x X>X, 也 记 作 (z, y) > xy 


使 得 对 所 有 х, y € X H y = Ф(Ө(х, y), х). рр ху 称 为 由 
固定 向 量 (z, xy) 或 二 点 组 (e, у) 决定 的 自由 向 量 ， | 

1h id 
2.1.4 

zy—y—s, 

这 一 点 将 于 3.1.7 在 某 种 意义 上 加 以 证 实 。 X feHiEX E, Mi 

(z+ E) += x + (Ë + 9), НЕЧЕ x + £ + Я. 
特别 是 ,8 满足 : | 
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2.1.5 
[vs f X;0,:5 — Ө(х, у) OX XX, 

Vx, y, z€ X:0(x ,y) + @(y, z) = G(x, z) (Chasles TA). 
事实 上 我 们 有 Ө (E) 一 x 十 了 5， 由 此 就 得 出 上 述 两 个 性 质 . 
216 ”等 价 定义 . 设 X 是 非 空 集合 , 区 是 K 上 向 量 空间 ,车 

| 0.Xx XX | 

使 得 Vx ШЕЙ] 6, ERNA H Olr, y) + @(y, z) == 8(x, 2) Vx,y, 
xceX， 则 关于 作用 @(Z)G) 一 67) 而 言 ，X 是 一 个 仿 射 空 
lH. ERA. mE 

事实 上 我 们 可 顺 次 得 出 : (x, х) = 0, 8(y, x) = —Ө (x, 
y), Ф(—Ё)оФ(Ё) = Id, 和 PGDE) = Pl + 2). 
217 定义 .把 的 维 数 称 为 了 的 维 数 , 记 作 dimX 一 dimX, Ж 
维 数 为 0, 则 XX 是 一 个 点 ;车 维 数 为 1, 则 称 X 为 仿 射 直线 ;车 维 数 
为 2， 则 称 X 为 仿 射 平面 . 

下 面 的 说 明 完全 证 实 了 定义 2.1.6 的 合理 性 。 我 们 已 知 存在 
双 射 @,:X 一 天， 它们 满足 : 


一 > — 
2.1.8 05:0, = Ф(ху), 0,980, :21—9z + yx Vx, y6€ X, 


| 图 2.1.8. 

2.1.9 定义 。 对 aeX, X, Ёт АЕ], БАЈЕ ЕХ, 
上 赋 有 的 向 量 空间 结构 保证 9,:X — X 是 向 量 空间 的 同 构 。 Ж 
X, 是 和 在 < 处 的 向 量化 空间 。 
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22 ”例子 , 仿 射 标 架 


221 Ho X =X, oG) = +5 VEZeX, 这 样 就 在 任 
一 向 量 空间 上 得 到 了 一 个 自然 的 仿 射 结构 . 
222 若 (X,x,9), (€, X, 0") 是 两 个 仿 射 空间 ,， 则 (Хх 
X', X x X', 0x 9) 也 是 仿 射 空间 ,这 里 
(Ф x oE, 2) (х х') = (OÈ) (к), DEN). 

2.2.3 设 互 是 向 量 空间 ,下 是 互 的 向 量子 空间 ,X 是 了 所 决定 的 等 
价 关 系 的 一 个 等 价 类 ;, 则 对 于 60000 = x +f, z€ X, ЇЄЕ Ж 
说 (F,X,0) 自然 地 成 为 一 个 仿 射 空间 。 这 里 要 注意 (这 正 是 
仿 射 空间 记 法 的 长 处 所 在 ), 与 2.2.1 的 特殊 情况 不 同 。 集 X 并 不 
象 芝 有 原点 0 那样 具有 “特殊 的 ”点 ， 因 为 当下 是 和 的 超 平面 时 ， 
给 定 和 的 一 点 就 等 价 于 给 定 正 在 五 中 的 补 集 ;而 一 般 说 来 ,并 不 存 
在 “自然 " 补 集 , 一 个 从 更 抽象 的 角度 说 明 这 一 点 的 例子 在 第 2.2.5 
节 中 。 这 种 XX 的 一 个 特殊 情形 是 线性 方程 组 


21 aizi = Ь;(з = 1,-** , K) 


ЮА, S: РЕЧИЦА ЖЛЕ 24 BJ Ж kE Bh Я F BU 3S 
f '(B), 从 而 是 子 空 E F —f(0), BD f 的 核 的 等 价 类 . 
224 jk (X, X, 0%) 是 仿 射 空间 ，3CX 是 向 量子 空间 。 这 时 
在 XX 中 定义 了 一 个 等 价 关系 

($): e xx € Š, 


x 
222222 

一 22222 XIR 

| E | К 

f X = 

.一 5 — - /8 
El 2.2.3 图 2.2.4 


于 是 (X/8, X [| 22, OAR НКЮ Л 88 E Ф 是 由 向 商 
空间 的 投影 来 定义 的 。 在 2.41 中 我 们 会 看 到 什么 是 等 价 类 . | 
225 ЕАУ, нду р: Et 

En = [(W:HfEETBBAE EZ. 


注意 到 三 都 是 向 量 直线 ;利用 1.2.5 的 记号 ,可 以 写成 
Ен = GgiNGua. 

因而 : m š 
2.6 命题 .在 Ен 上 存在 自然 的 仿 射 空间 结构 ， 其 底 向 量 空 间 
是 Ё. = L(E/H; H) (对 两 个 向 量 空间 , 我 们 用 LC *) 表示 
从 一 个 到 另 一 个 的 线性 映射 全 体 的 集合 )。 

注意 到 dimE/H = 1、 就 有 

dimÉ, = dimH = dimE — 1, 
为 要 定义 Ө.Еһ X Eg — L(E/H;H), W ,W'€ Ен, =€ EJH, 
95 p:E — E |H 是 标准 投影 , 则 Ра) 是 的 仿 射 超 平面 (参见 
2.3) ;我们 知道 ,P 限制 在 日 的 任 一 补 集 上 时 ,是 一 个 同 构 、 因 而 
可 令 : | 
8(w , И") ба) = (Ри) (a) — IW) la) € H; 

(Bl2.25 h; w = (PW (a), ш = Ce1w)(o)). TERR 
证 四 满足 公理 2.1.1098 2.1.5). 

2.2.5 和 2.2.6 在 5.1 节 中 是 很 重要 的 。 另 外 ,很 自然 地 我 们 会 
жиш 223 和 226 的 联系 (图 ?23 12.9, 由 此 得 出 下 述 命 


AE TE, 


EF T Iis mei Pos iu : 


题 ， 它 的 证 明 留 给 读者 去 完成 ， 其 中 仿 射 空间 同 构 的 概念 将 在 第 
2.3 节 中 定义 。 | 
227 SH. ERES IRILH E: E КЕТШ, X ET H K 
个 等 价 类 , 则 Ен 3X HEX (5 8522 [8] , ZE bh 34 
Eg 2WprLW(iXex 
下 是 自然 同 构 的 . 
2.2.8 为 了 在 仿 射 空间 中 进行 计算 ， пишини ЕЕ 
J. Mtt. 
我 们 只 在 有 限 维 空间 中 谈 仿 射 标 架 . 


229 ЖУ. 仿 射 空间 X 的 ( 仿 射 ) 标 架 ,就 是 给 定 X 的 4 + 1 个 
点 ndisse, 使 Gn ку}, ы 是 的 基 ( 因 而 必须 有 4 一 dimX). 
r€ X 在 这 标 架 中 的 坐标 ,就 是 使 ar 一 L mari 0 


Uia, 
也 就 是 хох 在 总 的 基 {жан 中 的 坐标 。 我 们 可 以 写 
x 一 (2 .120). | 
2.210 Ж. 可 以 等 价 地 说 成 {e}- ws。 是 向 量化 空间 Х„, 的 基 
(参见 2.1.9); 或 者 还 可 说 成 (x, m, za) 是 区 的 单 形 ; 参见 
2.4.7. 


23 仿 射 空间 的 态 射 


it (Х, Хх, Ө), (X', Х', 9) 是 (在 同一 域 上 的 ) 两 个 仿 身 
空间 (参见 0.2), f;X — X' 是 (在 集合 论 意义 下 给 定 的 ) 映 射 。 
2.31 命题 . 对 f:X — X', TEUER SETS. 

(i) 3a €E X|f € L(X,; X45); 

(i) Va € X:f € L(X,; Хш); 

(ii) 3a € X |8/,9/00;' € L(X; X); 

(iv) Va € X:85,f90;' € L (X; X'), 
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тА. Ө Ө;уојо@;' ! 从 而 仅 与 936; 将 该 映射 记 为 了 或 L(f). T 
是 Jo8—6'o(f x f), 满足 上 述 等 价 条 件 之 一 的 映射 称 为 从 X 到 总 
中 的 ( 仿 射 空 间 的 ) 态 射 或 仿 射 映射 。 态 射 的 集合 记 为 4(X; X7). 
ЖЯ f 同时 还 是 双 射 ， 则 称 了 是 ( 仿 射 空 s 间 的 ) 同 构 ; EIBOUMB 
X = X' " 则 称 为 的 自 同 构 。 


x=, y xx EY x 


X, —— Xu B t o| m | E 
тә Y— 


2.3.2. Wi. итин, 对 所 有 的 EX A: 


eG I&A G) = 1 (zy), fG) =F) + dy), | 


此 中 合 义 是 颇 有 局 发 性 的 7 由 平移 和 线性 映射 组 成 
2.3.3 例 
2.3.31 Xi X—X'—R, 我 们 就 有 熟识 的 映射 
хах + Б, a, РЕВ. 
2.3.3.2 ” 常 值 映射 f 必 为 仿 射 的 ,而 且 7 = 0. xz. ETE 
仿 射 映射 而 了 一 0， 则 f 是 常 值 映射 
-2.3.3.3 # f= dz, W) ] = Idz (而 且 f Eb bka). 反 
过 来 的 情况 ,请 见 下文 . | 
2.3.3.4 fé А(Х:Х'), gE AQ(X' 5X"), 则 efc A08 X”) 
B gof = gof. 特别 是 | 
GA(X) == A(X; X) N Sx 
AEN FH. KA X 8905 ЯН. RACES os 
L: SGGA(X)€fi—] = L(f)€ GL( X) 
(其 中 GL(X) = L(X; X) N Sx Æ X ØRER). гну, RI 
L^ (Idz); 自然 就 是 X BD X BJ E BU AE CS, 2.1.2); 以 后 我 们 
把 它 记 作 
KerL = T(X); 
这 是 GA(X) 的 正规 子 群 . 
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(T tr ADI coti aaron s ашышы. He ebbe: 6 CODI CHROME 4 ЕНДО МААНА В drin айылы: ins `. чаркы MM Ic nemini 


2.3.3.5” 仿 射 群 在 仿 射 标 架 上 是 单 可 迁 的 。 这 一 点 譬如 说 可 
ЭКА ЖАҢ: Я {ао lide 是 X 和 X 的 仿 射 标 28, 
则 唯 -- 存 在 fe A(X, X") 使 

fCx;) = x; V; = 0,: ° d, 


2.3.3.6 ”更 有 理由 说 ， 和 是 关于 群 GAX) 〈 比 在 2.1.1 中 定 
XXE X = T(X) SU) 的 齐 性 空间 。 将 eeX 在 GA(X) 
中 的 稳定 群 记 作 GA,(X)。 于 是 (参见 1.5.5) 在 集 论 意义 下 有 

X = GA(X) [GA(X), 

而 且 限 制 L:GA,QX) -> GL(X) 是 群 同 构 。 为 详细 说 明 怎 样 从 
T(X) 和 GA,(X) 出 发 得 到 GA(X), 我 们 引进 : | 
2.3.3.7 XX. EGEOURTELH E KB SE, WR 

G =H -K = {hkk:ke H, КЄК}, HAK = {e}, 
且 五 为 正规 子 群 。 

可 以 知道 ,写法 z = hk 是 唯一 的 ;也 可 写成 С = К.Н, ë 
素 乘积 写法 也 是 唯一 的 ,但 若 g= hk = КИА, — RE k = КИ, 

2.3.3:8 ”命题 . 对 a €E X， 我 们 有 半 直 积 

GA(X) = T(X)GA4(X). 
所 要 找 的 从 GA(X) 到 T(X) x GA,QX) 中 的 映射 (参见 2.1.2) 


当然 就 是 {к> (с>, еер). 


2.3.3.9 对 任何 a€X,A€K* = KN0, да 为 中 心 、 以 4 为 
比率 的 位 似 ， 记 成 Hua, 就 是 映射 H, aixa + IÈ. 
Xx а, EU Haam Adz 
' (应 用 2.32). 参看 第 170 页 的 例 
u 3 这 里 K 的 可 交换 性 起 了 重要 作 
用 。 反 过 来 : 
2.3.3.10 ”命题 。 设 fe GA(X) 
Ë [S } = даз, Н A€KML, 
图 2.3.3.9. 则 唯一 存在 a 使 } = Н 
为 证 明 2.3.3.10, 如 同 在 证 明 大 部 分 一 般 此 的 仿 射 空 间 的 结 采 


н. 


时 一 样 ,我 们 把 空间 向 量化 。 现 在 任 取 ¿c X, EHEZ 8] X. rh: 
计算 ; 我 们 要 找 /(a) = a, 根据 2.3.2 有 а = f(b) + А(а — b), 
由 此 得 出 唯一 的 解 | 


а = = о) 一 45), 


2.3.3.11 
. EH Has Va €X VE, z€ KÇ] | .| 
WR 4 一 1， 不 能 再 用 2.3.3.10, 但 这 时 我 们 知道 (参见 2.3.3. 01 
EFH. 为 把 了 划一 地 表 为 1 — ads, 1eK*， 我 们 引进 : —— 

2.3.3.12 ФЕ. ЖХ. GL(X) 的 中 心 是 K"Idg, 其 逆 象 是 
GA(X) 的 正规 子 群 , 记 为 Dil(X) 一 L^(K*04g); "EXE TOO 和 
所 有 H,.(a € X, 1 € K*M) 在 集合 论 意义 下 的 和 ，7T(X) E 
Di(X) 的 正规 子 群 。Dil(X) 的 元 素 全 体 , 称 为 入 的 扩张 . 

关于 GL(X) 的 中 心 ,参见 2.8.4 (要 用 到 8.2.16 的 思想 )。 扩 
张 的 几何 特征 将 在 2.5.6 中 作 充 分 的 描述 。 | 
24.8 在 AQGX) 上 可 以 自然 地 加 上 什么 结构 : 
X) 自然 地 是 向 量 空间 那样 四 > 有 兴趣 的 读者 在 [FL] 可 以 看 到 
怎么 在 А(Х;Х') 上 构造 一 个 自然 的 仿 射 空间 结构 ,其 维 数 为 

dimA(X; X") = (dimX + 1)dimX'; 
在 2.3.9 中 可 以 看 到 这 个 维 数 是 合理 的 . 
23.5 ”考虑 两 个 象 2.2.5 中 那样 的 集 族 ， 即 设 E, E' 是 两 个 向 量 
空间 , H,H' 分 别 是 EE” 的 超 平面 ， 引 进 相应 的 仿 射 空间 
X = Ey, X' = Ер; 

设 fe L(E; E); 由 此 可 以 推断 有 一 个 态 射 fj:X 一 X” 吗 ? 要 
使 y 是 跟 瑟 相 补 的 向 量 直线 , 必须 要 (W) 的 维 数 仍 为 1 EPF 
过 OH 这 一 点 可 由 2.3.6 引进 的 集合 确切 地 得 到 保证 ， 
2.3.6 


(Е; E) = (f € LG; E):f(H)CH 
且 f:E/H — E']H' 是 单 射 }， 


песа mire Habeo ue eh i De саб A A AR Ho pe m c 


UU 2.3.5. 

其 中 fe L(E/H; E'/H') 是 由 f 通 过 商 空 间 投 影 得 出 的 , fU) c 
H 恰好 使 这 一 做 法 可 行 。 于 是 就 有 10v) e Ey. VW € Еһ; 把 这 
ВЕЗЕ SRM Ен 一 Ex。 我 们 可 以 直接 证 明 
2.3.7 命题 . 若 fe Lp, (E; E), W f€ A(X; X); 映射 

LQ) = je L(L(E/H; Н); LEJB; H) 


就 是 
n> fonof™, | | 
另外 , 有 二 当 且 仅 当 存在 kek* 使 g = Kf. 
2.3.7 的 逆 命 题 参见 3.2.1 和 5.1.3. 至 于 2.3.7 的 意义 , 则 可 见 
第 5x. | | | | | 
TC 
H JH H 


2.3.8 、 态 射 在 标 架 中 的 计算 
. i. jé A(X; X), {хез a) Uxifi-oas-s Ж х, X' BJ ER 
ЯН; 4 ej xx, с, 一 хох, 引进 了 相应 的 矩阵 ; 


M (J) 一 


根据 2.3.2 , 若 x 一 人 (111): | 
Са) IG) + (z) = fa) + 1 (31 s). 
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2 f(x) = CEE s4), ans E = Xe aii, ET 


= aj + 2i Cj ARS 


f(x) = (а, + > ану" * * dp + D art). 


我 们 注意 到 ,用 下 面 的 矩阵 乘积 也 能 得 出 同样 的 结果 : 


2.3.9 
Il S G ú 1 O... 0 
= M(J)| - |+, ФЛ MO) = 
| o. | MOD 
4, As] | Е а, 


这 就 为 所 有 的 问题 提供 了 实用 的 计算 方法 , 警 如 说 计算 fe A(X; 
X') 和 g€ A(X'; X") 的 合成 eof. 深入 的 解释 将 在 3.2.5 给 
Н. BERNEZ, A(X: X) 的 维 数 是 MO) 中 参数 的 数目 ， 
也 就 是 p + pn = p(n + 1) = dimX'(dimX + 1) (参见 2.3.4), 


4A 仿 射 子 空间 — 


仿 射 子 空间 是 几何 中 最 早 引 进 的 对 象 : 平面 上 的 直线 ， 空 间 
的 直线 和 平面 。 从 数学 角度 说 ， 我 们 现在 的 做 法 则 是 在 讲 子 空间 
之 前 先 引 进 了 态 射 的 概念 。 
241 定义。 命题 . 设 X 是 仿 射 空间 ,Y 是 和 的 非 空子 集 , 则 下 列 
条 件 等 价 : | | 
SacY|9,(Y) E X 的 向 量子 空间 ; 
VacY;G,(Y) 是 羡 的 向 量子 空间 ; 
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 BSacY|Y 是 X, 的 向 量子 空间 ; ` 
Vac Y:Y 是 X。 的 同 量子 空间 ; 
Bz € X 和 向 量子 空间 РСХ, 使 Y 一 a 十 六 . 


图 2.4.1. 
满足 上 述 条 件 之 -- -的 了 称 为 入 的 仿 身 子 空 间或 子 空间 向 量 空间 


9(Y x Y) = 8,(Y) = P(VacY) 称 为 了 的 方向 , 记 作 Y. 58 
А (Ӯ, Y, Olve) 是 仿 射 空间 ; 而 且 单 射 i:Y 一 X 属于 AQ 
X). Y 的 维 数 是 上 述 自然 形成 的 仿 射 空间 的 维 数 。 | 

第 五 个 条 件 反映 了 仿 射 空 间 的 非 内 在 特 年 ; 它们 眼 向 量 空间 
就 差 一 个 平移 (参见 2.3.2). 
2.4.2 (f 

2421 X 的 0 维 子 空间 就 是 X 的 点 。 1 维 (或 2 维 ) 子 空间 
称 为 X 的 仿 射 直线 (或 仿 射 平面 ,或 者 就 称 作 直线 和 平面 ， 以 又 
的 超 平面 作为 方向 的 子 空间 也 称 作 X 的 ( 仿 射 ) 超 平面。 

2.4.2.2 i fE А(Х; X), Y EÉExmÁmmTcm, Y’ 是 X' 的 
子 空间 ; MJ СУ) (只 要 非 空 ) 是 X' Ор, |У) (ARF 
2:)R хауаз. 另外 , fO) = КЎ), PO» 一 Ф). 

24.13 在 En H(A 2.2.5), E, 的 仿 射 子 空 间 Y RUE Ü 


向 量子 空间 P 之 间 存 在 一 个 双 射 的 对 应 ,其 中 Y Jedi U WER 


的 互 的 向 量子 空间 ;注意 到 
dimŶ = бту — 1, 
BY-L(G/H; Г Н). 相仿 地 ,对 例 2.2.3 来 说 ,在 XX 的 子 空间 
Y 和 Ў 之 闻 存 在 一 个 双 射 ， 其 中 Ў НУ 生成 的 的 向 量子 空 
间 ; 因 而 立 一 女人 FE. | 
2.4.2.4 ik (Y) 是 X 的 任意 一 族 子 空间 , 则 或 者 
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图 2.1.2.3. 


П у= 9, йж (Y, 


是 子 空间 ;从 而 (Y = (Y. 


由 此 可 得 出 经 典 的 

24.25 ”命题 . 设 5CX 是 仿 射 空间 和 的 任 一 非 空 子 集 。 必 在 
在 一 个 包含 3 的 最 小 的 子 空间 , 称 作 由 8 生成 的 子 空间 , 记 作 437 
它 也 是 所 有 包含 s 的 子 空间 的 交 ， 

2.4.2.6 ”我 们 还 看 到 (车 dimX =d < co), X th 4+1 1 


”点 的 集合 (а) 是 仿 射 标 架 的 充 要 条 件 是 


(xo, xi ra) = X, 

24.3 ЖХ. 命题 . 和 的 点 (elo... 称 为 ( 仿 射 独立 的 ， 如 果 
dim(es, зз, ek) = К, 【co 独立 的 充 要 条 件 是 对 所 有 的 
i = 0,-- ,不 ， e; K (eos " ° * , ега, Ci419^ * *) ek. 
2.4.4 举例 : 两 点 *，》 是 独立 的 当 且 仅 当 += y. 它们 决定 一 
条 包含 这 两 点 的 唯一 的 直线 : (x, у). 这 样 我 们 就 有 古老 的 欧 几 
里 得 公理 : 过 不 同 的 两 点 可 作 且 仅 可 作 一 条 直线 ， 
2.4.5 命题。 设 X 是 特征 数 < 2 的 域 上 的 仿 射 空间 。 3 BX 
对 所 有 的 x,» €Y 9 (х,у) СҮ 时 ，X 的 非 空子 集 Y RA XK 
子 空间 ， 

这 里 也 涉及 一 个 古老 的 公理 : 空间 中 的 一 个 平面 是 空间 的 一 
个 子 集 ， 它 包含 其 中 任意 两 点 的 连 线 。 但 着 域 的 特征 数 是 2， 则 
2.4.5 不 成 立 . 为 证 明 2.4.5 ,我们 将 X 在 0€ Y 处 向 量化 , 然后 在 
Xo 中 计算 : 对 所 有 x,y€ Y; 
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(0, x) = KxcY, 
B «ye (o, 0) сү, 


| | 图 2.4.5. 
24.6 ШЕ. 设 a,b,c 是 共 线 的 三 点 《 即 有 一 直线 包含 这 三 
ZOP а Éb, 则 我 们 有 


2.4.7 ëJ. 4% (有限 ) 仿 射 空间 X 中 d 十 1 个 独立 的 点 的 集 
合 , 称 为 的 单 形 。 4 一 2 时 称 为 三 角形 ; d 一 3 时 称 为 四 面体 . 
三 角形 {x, y, xz} 的 三 条 直线 《x,y),，《y, z》，《z, x》 WIE 
的 边 ， 四 面体 {х„ У, 2,1) 的 楼 是 直线 .《x,y》，《x, 2), (x,t), 
(y, 2), (у, 1), (2,173 АЛЕ Æ FE (х, У, 2), (I, 2,2), 
(z, t, x), (5 X5 у); ARAB E ЕН X dag Agr ZUR 
为 三 角形 . 


Ё 2.4.7. 


Gt u 


24.8 解析 几何 : 子 空 间 的 方程 。 问题 在 于 要 如 2.3.8 那样 有 一 
ŽIA, 来 计算 与 子 空间 有 关 的 所 有 问题 . 注意 现在 
dimX = d 一 co mE 

(参见 2.2.8). | | m 

24.81 线性 代数 的 复习 ， 设 是 4 维 向 量 空间 ; 其 对 侦 空 
IH E* 也 是 4 ERU. 设 F 是 E 的 任意 子 集 ，[F] ÆHF 生成 的 E 
титан. d ， mE mE | 

= (je E*.J(F) = 0) 
为 下 在 E* MUTA. 于 是 Ft=[F H. 
dim[F] + dim F+ = d, 
对 E* 的 子 集 s, 仍 用 5+ 记 它 在 互 中 的 正 交 集 : 
Sst:= {rEE:/(x)=)0 Vies) 
于 是 [S] = S+ H dimS+ + dim[S] = d, X: F Ñ P' Ж E Җа 
量子 空间 , S 是 E* 的 向 量子 空间 , 则 总 有 : 
Fit = F, 511 一 S, CF ПЕ) = F+ + Ft, 
(F + F) = Fi(yF'5, | 

对 dimX 无 限 的 情形 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 [BIS], 98 H 36,82. 

24.82 fit. 设 HCE 是 超 平面 ; mij Jg e E*N0 使 H= 
f^(0), ШВЖ Н = f0) = g7(0),f, g€ E*, WUE Е = af, 
A€K*. ЕСЕ 是 pp 维 向 量子 空间 的 充 要 条 件 是 存在 线性 独立 的 


四 
һә, a-p € E* E F = [) fO. | 
i21 


下 面 我 们 可 以 转 信 仿 射 空间 的 情形 ;我 们 预先 指出 , 非 零 常数 
仿 射 形式 的 核 是 空 的 (线性 形式 则 不 然 , 这 时 0 总 是 属于 核 的 !1). 

2.4.8.3 EX. 仿 射 空间 XX 上 的 仿 射 形式 ,就 是 Їє A(X;K), 
其 中 上 赋 有 自然 的 仿 射 结构 (参见 2.2.1) ,我 们 将 赋予 A(X; K) 
典型 的 向 量 空间 结构 . 

2.4.8.4 й, (diea 是 和 的 一 个 基 ;, 则 所 有 的 仿 射 形 
式 总 可 唯一 地 写 为 | 


» 5f. 


aap: edle: n A hE аи i MC r i м: Аша, ал iea AARTE iE E aang иез ccm арша ета ове та ar e рата .. о ое 


r= (4,:::, 42) ә f(x) = za + У од; 


(参见 2.3.8)。 常 数 是 仿 射 形式 , 若 该 常数 不 为 0, 则 FO = 2. 

2.4.8.5 命题. 设 X 是 4 维 仿 射 空间 ,7 是 X 的 非 空子 集 , MU 
V 是 X 的 p 维 仿 射 子 空间 的 充 要 条 件 是 存在 4 一 p 维 向 量子 空 
间 V'CA(X; K), Œ V = V = (x€ X:f(x) = 0 VfcV') RE. 
ISV (这 里 沼 用 习惯 的 记 法 ,用 1 表示 常数 仿 射 形式 rl 
Vx € X). 

将 X 在 ac V 向 量化 ,然后 考察 X。， 必 要 性 是 显然 的 , 因为 
由 1(x) = 16 0 Vx 有 1&V'。 充分 性 要 困难 些 : 所 要 证 明 的 其 实 
就 是 И" зе @ 、 因 为 这 时 ,如 同 证 必要 性 时 一 样 ,对 E = x, 用 
2.4.8.1 就 得 出 结论 。 RREY k= dimy 用 归纳 法 ; k = 0 
时 显然 成 立 . (А, h) 是 V 的 一 个 基 ， 

Vie Kf, + -: ' ` + К}, _15 
由 归纳 假设 V, = Vit 去 o, RARER АУ, 不 是 非 零 常 数 
即 可 。 用 反 证 法 Bak fi TE V. 上 是 常数 , 则 
1. Схо)ћ Ск) = fi xox) = 0 Vxo, x € Vi, 

取 Vi, Pr = Ki + +++ Kha WE 


n == Y Afi, 


í =1 


由 于 (z) = 0 时 有 fo) 一 0， 从 而 有 
k-1 
f. G) = felto) + 2; (х) ҸхЄХ, 


2.4.8.6” 例 。 最 重要 的 例子 是 超 平面 的 情形 : Ж 
dimH = p= d— l, 
则 从 2.4.8.5 清楚 地 看 到 ， 存 在 仿 射 形 式 f € AG(X; K) IH = 
六 (0)， 而 且 反 过 来 , 25 f 是 非常 数 仿 射 形 式 ， 则 £700) EAF 


f (0)—25 (0) 
等 价 于 fj КЕ, КЕК. 
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最 常见 的 实用 情况 是 K = R, 4—2 或 3, 这 就 是 我 们 日 常 
生活 的 情形 。 例如， d 一 3 Hj, X 中 的 平面 了 在 任 一 标 架 下 总 可 
写成 

Y = l(x, y, z):ax + by + ez + d — 0], 
其 中 四 实数 a,b,c,d 满足 唯一 的 条 件 : a. 2, с 不 同时 为 零 。 
在 同一 个 和 中 ,直线 九 写 成 : | 

D = {(х, y, 2):ax + by + ez + d 
= a'x + by + са + 4 = 0}, 
其 中 两 组 (а, b,c), (а, b, c) 应 都 是 非 零 数 组 且 不 成 比例 . 

2.4.8.7 ERER. 我 们 通过 Y 的 一 个 标 架 le 给 出 

X 的 4《 维 子 空间 Y: | 
Y = E 十 > P K Wi 1, Al. 


这 样 , R: 中 的 直线 就 是 
(Ca + b,a + AP, a" + AD7) ACER, 

平面 就 是 
((a + b + uc, a + 10' + рс, a” + AD" + uc”):2, au ER, 

24.88 ”关于 (向 量 、 D 射影 ) 子 空间 的 计算 ， 一 个 重要 的 
工具 是 “Grassmann 坐标 ” ,参见 [HO-PE], 第 УП X4, 
2.4.9” 子 空间 的 平行 与 相交 

24.91 EX. 仿 射 空间 X 的 两 个 子 空 间 5, Т ЖЕ: 
一 一 平行 的 ,如 果 $= 7, E S/T; 
一 一 弱 平 行 的 如 果 ScT, iME S<7. 
RIEA :是 等 价 关系 ,，* <- ОРА. 5 Y Us HH ZE 26 Ez 
平面 上 的 直线 以 及 空间 ( 即 з 维 空间 ) 中 的 直线 和 平面 这 两 种 情形 
时 ,上 述 的 定义 是 跟 欧 氏 几 何 的 定义 等 价 的 , 先 得 讨论 一 下 于 空间 
相交 时 的 性 质 . 

24.92 БЕ. Æ S/T, Ш s= T m SANT = e. = 
SQT, W| SAT = d m SCT. SAT 的 充 要 条 件 是 存在 工 的 
子 空间 S 使 S/S, dE +€ X 而 且 $ 是 于 空间 ， 则 存在 唯一 的 


нева а РТЕЕЗИЧРЕНЕСЕЦЕЧРЕЬРЕРЕЧИНИЦРНРНЧИЦИИИИИРИЕНЕИЦРРДИРЧИШО ах ; " " à 
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e 
б} 
ЇЇ 
zn 
Э 
t 
M 


2.4.9.1. 

TZAT S/T mH z€ T. i S, T 是 X 的 两 合子 空间 , 则 

(i) SAT = ФЕ: 
dimS + dimT < dimX + dim(3 + T), 
而 且 
dim(SU T) = dim(3 + T) + 1 = dimS 十 dimT 
+ 1 — dim(317). 
(п) SAT se Ø Bj, 


dim(S U T) = dimS + dimT — dim(S N T) 
S T 


图 2.4.9.2. 


由 Grassmann 等 式 和 下 面 的 引 理 直接 就 可 证 得 命题 。 这 里 ， 
所 谓 Grassmann 等 式 
dimŠ + dim = dim(Š + T) + dim(S$f|7) 
适用 于 一 个 向 量 空间 的 任何 两 个 癌 量 子 空间 . 
2.4.9.3 引 理 . iz a€$, b€ T, 则 SAT < Ø 等 价 于 
ab € Š + T. 
引用 X, (参见 2.1.9) 即 可 证 得 引 理 ,另外 还 可 看 出 
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(SUT)—S$S--T--K- ab, 
24.94. Ж. EST R EAM. ВХ = SOT, W SAT 
KA. ARTEA 5 和 了 是 互补 的 . 


2.4.9.4. 


24.9.5 fj. 若 X 是 平面 ; 刀 是 其 上 直线 且 хр, Дх En 
一 地 存在 直线 D' RAHE DNAD = ø; 这 也 就 是 使 D'/D 
的 直线 。 这样 ,我 们 就 又 得 到 了 著名 的 欧 氏 公设 ,这 里 的 平行 概念 
是 定义 为 一 种 不 相交 性 的 . d = 3 时 ,对 于 一 条 直线 DD 和 一 个 平面 
P 来 说 ,有 三 种 可 能 : 或 DCP ,或 DN 了 只 合 一 点 ,或 DN PP 二 9; 
在 最 后 一 种 情形 时 ，D Р, 


T) 
T x 
N X 
tb. | 
i > p (x) 


图 2.4.9.5. 


24.9.0 ”射影 和 对 称 . 设 X 是 仿 射 空间 ，5 是 子 空间 , T E 
在 灵 中 的 补 空间 , 则 由 2.4.9.2 和 2.4.9.4, 对 每 一 хєх, 唯一 地 
存在 以 他 为 方向 的 子 空间 T), ME SQ TŒ) 只 含 一 点 ; 以 
px) 来 记 这 一 点 ,我 们 就 得 到 一 个 映射 PIX 5: > p a) 65, 9 ` 
AXES 上 的 平行 于 了 的 身影， 我 们 记 为 PEAS) MAE 
行 于 了 的 ,关于 的 对 称 s EH | 

s:X >X ip) = PEJE) Ух X; 
我 们 有 2 = sos Idx Ñ s€ A(X;X). H 3.4.2 中 的 说 法 , 我 们 
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也 可 以 说 G) 是 这 人 么 定义 的 : PG) Ж {x, s(x)} 的 中 心 。 关 
F s€ A(X;X) Ñ 7 = Id, 的 说 明 , 可 参见 2.8.5; 关 于 使 P == р 
的 p€ 4(X; X) 亦 见 同 节 ， 

2.4.9.7 ”关于 子 空间 与 X 的 自 同 态 ( 即 4(X; X) ØER) 的 
不 动 点 之 闻 的 关系 ,可 参见 [EL]、 第 68 Ui. 


2.5 几何 Thales, Pappus, Desargues 


2.51 命题 (Thales 定理 )， 设 H, H', H” 是 仿 射 空间 X 中 三 个 
不 相同 的 平行 超 平面 ，(Di)ier 是 X 中 一 族 直线 ,其 中 每 一 直线 者 
ЖЕЙН SS SER DU S 
d; = H(1D;, d; = H'Tó0D;, d; = H"(1D;G € I) 
(参见 2.4.9.4 和 2.4.6) 具 有 下 述 性 质 ， 数 量 44/44 S ie Ж 
关 ,而 只 依赖 于 H, H яп Н” 的 选取 。 反 之 ;车 对 某 个 有 
4" € (di, dy, 
而 且 假定 dd | did 等 于 上 面 的 这 个 公共 值 , 则 
4 = 47 = u” N D;, 


af Ve 
| г- рН) 
Zr 
i ~P pH) 
рН”) 
X/H 


图 2.5.1. 


我 们 引进 商 空间 XX/ 对 (参见 2.2.4) 和 规范 投影 рах > X IH 
容易 看 出 P 是 射影 映射 .根据 2.3.2, 对 任何 ; 有: 
4d; _ Per) 


dd PD) ` 
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送 命 题 由 直线 (a, bb = а) 上 使 ac/ab 是 K 中 指定 值 的 
点 < 的 唯一 性 即 可 证 得 . 

在 6.5.4 中 有 2.5.1 的 另 一 种 证 明 ， 

本 节 中 下 面 的 内 容 , 都 是 从 下 述 初等 的 结果 推 衍 出 来 的 。 
2.5.2 引 理 . 设 a,bEX, a= b, J Idy 是 一 个 扩张 ， 
a' = f(a), D = (a, b) EZI a, b 的 直线 ; VE D' xb a' 点 并 平 
行 于 D( 参 见 2.4.9.2), 

则 »'—1f(5) 与 下 列 命题 等 价 : 

G) # fe T(X), РЕР 53b BjAEGESIT. (а, a) 的 

直线 的 交点 ; 
(п) 若是 以 0 为 中 心 的 位 似 ; 则 2^ == D'Y(0, P), 


2.5.2. 
在 是 平移 的 情形 ,就 有 著名 的 “平行 四 边 形 法 则 ” 
Æ ab = cd, W ac = bd, 

tA ХЕ НЕҢ. 在 TRTOO 的 情形 ,我 们 作 0,0, 
所 生成 的 平面 ， 并 对 D, D', D" 这 三 条 直线 应 用 Thalès va. 
HB D" 是 过 0 点 平行 于 DD 的 直线 ; 这 三 条 直线 就 是 2.5.1 中 的 超 
平面 H, H Н”, 与 它们 相交 的 两 条 直线 是 A e, sn 和 
A' = (0, Р), 
2.5.3 ”命题 (Pappus 定理 , 仿 射 的 情形 ;参见 5.4.2). XE X ELS SJ 
平面 ，D 和 D’ 是 了 上 两 条 不 同 的 直线 ，x,y,z ED 和 х,у", 
z € D' 都 是 不 同 的 点 ,而 且 都 不 同 于 DND, ME 

(х, Y f, уу ЯШ QM, ғ) 
就 可 推出 《x,z V(x',z》. 
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第 一 种 情形 ; D 不 平行 于 D', 于 是 (由 2.4.9.5) DAD А 
一 点 0. 设 (相应 地 , g) 是 使 f(x) = y (相应 地 ，g(y) = z) 的 
以 0 为 中 心 的 位 似 。 由 2.5.2 并 根据 假设 条 件 , 就 有 x = f(y'), 
g(2') 一 y' .但 gof = fog 《应 用 2.3.3.11, 注 意 到 KK 是 可 交换 的 !)， 
因而 = 一 h(x) B. х = A(z’), Н, 根据 2.5.2 的 逆 命 题 可 知 
Cx, 2 ff x , x). 


Ej 2.5.3. 图 2.5.4. 


第 二 种 情形 : D/D: 将 上 面 的 位 似 换 成 平移 即 可 . 

2.5.3 的 逆 命 题 也 成 立 ,参见 2.8.6. 
2.5.4 ”命题 (Desargues 定理 , 仿 射 的 情形 ;参见 5.4.7). 1 

(a, b, c), а", b, e) 
是 仿 射 空间 中 的 两 个 三 角形 ,它们 没有 相 重 的 顶点 ,但 三 边 和 名 各 平 
行 : (а, БУ a, b, lb, УЬ, >, Ce, af Ce, а), WI Qa, 
а'У, (b, y, Ceo c) 这 三 条 直线 或 者 两 两 平行 ， 或 者 相交 于 一 
AH. 
rH (a, Yle, БУ ЈА, a, b, а, 2 这 四 点 是 在 同一 平面 
上 的 ;于 是 (根据 2.4.9.5), RA (а, a')/ b, Б), Ж (a, а) 和 
(b, b) 957—5 0. J FH: 设 1 是 以 0 为 中 心 的 
位 似 , 且 使 f(a) = а'. 根据 2.5.2, КЬ) =b. 再 用 两 次 2.5.2 可 
А, Ж (с) = c”, 就 有 
(b, Yl, e") 和 (a, Yla, e"), 

根据 2.4.9.2, bx RIA с = c”, 
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2.5.5 附注 .在 仿 射 和 射影 几何 的 公理 化 理论 中 , Pappus 定理 和 
Desargues 定理 起 着 重要 的 作用 ; 有 时 候 它 们 是 作为 公理 提出 的 . 
我 们 特别 注意 到 ，Desargues 定理 是 建立 在 基 域 天 的 乘法 满足 结 
合 律 的 基础 上 的 ， 而 Pappus 定理 则 正 是 域 天 的 乘法 的 可 交换 性 
的 反映 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 ， 璧 如 说 本 书 第 2.8.9 ў, [AN] 
的 第 73 页 一 75 页 ，[DI] 的 定理 2.1.9 (第 158 页 一 160 页 ) 以 及 
本 书 的 2.6.7 和 4.8. 

2.5.6 ”推论 〈 位 似 的 特征 )。 x f€ Sx 是 从 念 

射 空间 叉 到 自身 的 一 个 双 射 ， 而 且 对 关中 任 一 


直线 D, ID) 总 是 X 中 一 条 平行 于 DD 的 直线 ， fe) 
ў] fe Dil(X), а 

逆 命 题 是 显 见 的 ,推论 可 由 2.5.4 的 证 明 立 p ГЬ) 
即 推出 。 因 为 , 若 作 由 4,^,/(а), I) 定义 ' O 


ВИ f, 则 从 推论 的 条 件 可 得 f = f. 
2.5.7 ”关于 以 上 结论 的 实际 应 用 ， 可 参见 5.4 图 2.5.6, 
和 5.5.4 ,5.5.5。 


2.6 仿 射 几何 基本 定理 。 


这 是 本 章 中 唯一 的 一 个 较 费 周折 的 结果 。 尽 管 结论 本 身 很 人 
单 ,但 证 明 却 相当 困难 ,而 且 相 当 长 . 
2.6.1 引言 。 我 们 看 到 (参见 2.4.2.2) ,对 fe A(X; X')，X 中 任 
一 直线 的 象 是 X 中 的 一 条 直线 (或 一 个 点 ), 反之 则 不 然 ; 首先 ， 
Zi dimX 一 dimX' = 1， 则 任 一 映射 X — X' (和 集 论 意义 下 的 ) 交 
适用 。 其 次 , 取 X =X = C Ў: (а, 22) 19 (g, za) 《其 中 一 
表示 共 力 复数 )。 我 们 可 以 看 出 ,了 将 C2 中 每 条 直线 映 成 性 中 的 
一 条 直线 X D=xrt+ C-z (I 2.4.8.7), Д1 (D) = x + C + z 
仍 是 直线 。 粗 略 地 说 起 来 ， 仿 射 几何 基本 定理 就 是 说 ， 上 述 的 两 
个 例子 正好 是 使 我 们 所 需要 的 结论 不 能 成 立 的 仅 有 的 两 种 情形 ; 
HERE), zz 是 域 C 上 的 自 同 构 . 在 叙述 定理 之 前 ， 先 介绍 : 
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262 ЖХ. i V,V' 分 别 是 K,K' БИТЕН], BAR 


fi V — V' 称 为 半 线 性 的 ,如 果 存 在 两 个 域 之 闻 的 同 构 c: K 一 К”, 


使 得 对 所 有 的 x, ye V 和 А, z€ K 有 
f(Ax 十 ду) = o(1)f GO) + olp)f OD, 
B Хх, Хх ЗЯ] K, KE 上 的 两 个 仿 射 空间 ; Bed АХ ә X' 
称 为 洲 仿 射 的 ， 如 果 存 在 a € X 使 f:X,— Хуу EFREN. 
我 们 已 经 磁 到 过 灶 仿 射 映 射 的 例子 : 
(21, 22) — (21, 23). 

读者 作为 练习 , 可 以 把 2.3 节 中 大 部 分 内 容 推广 到 半 仿 射 的 情形 ， 
当然 还 可 以 验证 半 仿 射 现 射 将 共 线 的 点 喘 成 共 线 的 扎 。 
2.6.3 ” 优 射 几何 基本 定理 。 设 XxX, X' 是 具有 相同 的 有 限 维 数 4 

的 两 个 仿 射 空间 , 4 之 2, W f:X — X' 是 双 射 并 且 有 下 述 性 质 : 
若 a,b5,c 是 关中 位 于 同一 直线 上 的 三 点 ， 则 它们 的 象 点 Ia), 
102), К) dg X' 中 也 位 于 同一 直线 上 , 则 了 是 半 仿 射 的 . 

在 [FL] 中 可 以 找到 更 细致 的 结果 ;也 可 参看 5.4.8 和 5.4.9. 
为 了 约略 看 一 下 这 个 定理 的 作用 ,我们 回 硕 下 面 的 
264 命题. БАЕВ 不 能 容 有 IdR 以 外 的 任何 自 同 构 ; 域 C 不 能 容 
有 Idc 和 zF— 3 以 外 的 任何 连续 自 同 构 。 但 域 C SETS ER Ide 
和 zz 以 外 的 自 同 构 . 

可 参见 ,譬如 说 [FL] 的 第 88 ARAP 2.8.10,15 BJ hl, [PO] 
的 第 48 页 。 关 于 非 交 换 的 四 元 数 体 的 上 自 同 构 , 可 参阅 8.12.11, 
26.5 $W. 设 X, X 是 具有 相同 的 有 限 维 数 ( 宇 2) 的 两 个 实 
( 即 在 域 民 上 的 ) 仿 射 空间 ，f:X 一 X” 是 将 任意 三 个 共 线 的 扣 映 
成 共 线 的 三 点 的 双 射 , 则 fe 4CX5 X"). 

2.6.3 的 证 明 是 很 长 的 。 我 们 下 面 只 给 出 主要 的 步骤 和 思 
加 果 想 了 解 证 明 的 细节 ,可 参阅 [FL] 中 从 第 83 ded 

1661 第 一 步 ， 若 (shes 在 X 中 是 独立 的 ， 则 

UG) оа m. 
Ex 中 独立 。 我 们 先 把 h оор 补充 成 X 中 的 一 个 标 架 
{х}, nde 
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| 然后 用 反 证 法 : 假定 UC) iaa 不 是 独立 的 ;那么 {f(xi) iso... 
也 不 是 独立 的 ,于 是 就 有 (Oo, Ko) > х. H 2.4:5 的 证 
明和 定理 的 假设 条 件 就 有 | ОИ 
04а): . IGD) © x', 
TEETE N 
2.6.6.2 第 二 步 . VX Е 一 直线 D ETE 中 一条 直 
线 ， 而 且 , Y 平行 直线 р/р, 有 йоу». 
在 D 土 取 两 点 2,5, 从 而 D = (а, by. & 
| D' = (f(a), f(0)5; 
Wt ¿€ D', rex 使 f(x) = e G RE) „ЛИЕ 2.6.6.1, 
x € ab), | 
现在 设 D/D E х 中 两 
条 平行 直线 ， 卫 是 它们 生成 的 
平面 (总 可 假设 D = р’, 否则 
不 必 证 明 )。 令 Р = (Р); 
就 有 1(D)， KD')cRP)CP. 
根据 2.4.9.5, H 8 BED 
f(D)nf(O) = Ф; i 图 2.6.6.1, 
就 有 f(D)/I(D). 48 DNI) = д RE f 的 单 射 性 矛 慎 
BU. 设 єр) Пр"), With 2.6.6.2 的 开头 部 分 可 知 ， 必 存在 
ceD 和 €D 使 得 Ке) = (с) = У, 但 DND = 2 《参见 


2.4.9.5). | 
yy (юу, 
у? 


2.6.6.2, 


2663 WEF. МОН i 有 可 加 性 。 这 里 指 的 是 : 若 0e x, 
6l 


ee pe 


则 了 关于 两 个 向 量化 空间 Хо 和 Хо = Хм, 是 可 加 的 ， 亦 即 对 任 
fj x, YE X, 有 T(x + y) 二 f(x) 十 f(y)。 为 说 明 这 一 点 ， 只 人 须 
注意 到 以 下 的 事实 Ж r, y&€ X。 是 线性 独立 的 , 则 x + y ТЕЛ, 
何 上 可 通过 作 平 行 线 的 一 般 方法 得 到 : 见 图 2.6.6.3. 但 由 2.6.6.1, 
f(x) 和 f(y) 也 是 线性 独立 的 ,因而 ,根据 f 的 假设 条 件 ， 多 次 应 
用 2.6.6.2 即 得 
. Кх) + Ку) = f(x + » 
参见 图 2.6.6.3. P у= Ах, A€ K, ДЕ АЕН ШШ. 


f(y) f(x+y)=f(x) +f) 


图 ”2.6.6.3。 


2.6.6.4 nF. 构造 同 构 o:K 一 К", 固定 0ex MES 

0, i D =K-x Ëx FERRER. 设 o = 40), 
D' = Кр) = K' + f(x). 
在 集合 论 的 意义 下 ， 我 们 用 图 2.6.6.4.2 来 定义 о:К 一 天 :根据 
2.6.6.2， 加 :D — D' 确 是 双 射 ， 至 于 双 射 -> D, K'—>D', W 
分 别 是 映射 Aar 和 к> zf(c)。 还 须 说 明 с 是 域 的 同 坊 . 
这 里 的 基本 想法 还 是 (4 十 p)x 和 (Xp)x 在 几何 上 是 可 以 用 平 
行 四 边 形 法 则 从 az 和 px 出 发 作出 来 的 ,只 要 能 有 一 点 
EXND， 
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E 2.6.6.4.3. 


而 假设 条 件 dimX = 4 22 正 保 证 了 这 一 点 ; 整个 过 程 如 图 
2.6.6.4.1 和 2.6.6.4.3 所 示 . 在 前 一 个 图 中 ,我 们 用 了 平行 四 边 形 法 
Bill C Wi, 2.5.2 RAJEH). 在 局 一 个 图 中 ， 我 们 用 了 2. 5. 3 和 2.3.3.11 中 
的 证 明 ， 

2.6.6.5 ЖЕЖ. ——1 第 四 步 中 实际 上 已 经 证 明 
了 上 了 限制 在 X 中 任 一 过 0 点 的 仿 射 直线 上 时 , 总 是 一 个 半 仿 射 映 
射 , 但 有 个 先决 条 件 ， 同 构 oK — К 不 依赖 于 D. 所 以 只 须 证 
明 oo 与 了 无 关 这 一 点 。 而 这 正 是 图 2.6. 6:5 所 说 明 的 ， 图 中 D, Di 
是 两 条 过 0 点 的 直线 ， 


图 2.6.6.5. 


267 ” 仿 射 几何 的 公理 化 定义 . 

从 某 种 意义 上 说 , 仿 射 几何 基本 定理 说 明了 ,一 个 仿 射 空间 是 
由 (或 者 说 ， 几 乎 是 由 ) 其 中 的 直线 以 及 它们 相交 时 的 性 质 所 决定 
的 。 或 者 说 ,我 们 可 以 从 集 X、 其 中 的 直线 以 及 这 些 直线 相交 的 
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性 质 出 发 ,完全 构造 出 仿 射 空间 (X, X, Ф) 来 。 这 种 做 法 ,部 分 地 
就 是 欧 几 里 得 的 做 法 。 从 仿 射 空间 的 这 种 所 谓 公理 化 定义 出 发 ， 
我 们 把 尽 可 能 少 的 公理 加 在 X 及 其 子 空间 上 EZ XO Х,Ф); 
在 欧 几 里 得 几何 中 ,除了 别 的 内 容 外 ,我 们 加 上 了 度量 空间 的 结 
构 。 关 于 公理 化 体系 的 文献 是 为 数 众多 的 ， 而 且 目 前 还 有 人 在 研 
究 这 些 文献 。 其 实 ， 仿 射 空间 的 公理 化 理论 和 射影 空间 的 公理 化 
理论 的 研究 是 同时 进行 的 . 

这 仍 是 一 个 可 供 探讨 的 研究 领域 ,特别 是 二 维 的 情形 ,因为 这 
时 Desargues 定理 不 能 从 子 空间 相交 公理 推出 (这 一 点 可 参 殉 
5.4.4)。 和 粗略 地 说 ,在 公理 化 的 意义 上 , 比 之 在 2.1.1 或 4.1.1 的 意 
义 上 ,有 更 多 的 仿 射 平面 或 射影 平面 , 例如 Cayley 八 元 数 射影 平 
面 ,参见 [PO], 第 285 П, Ж 4.8.3 和 [BES], 28 3 章 。 我们 
指出 一 些 有 关公 理化 理论 的 参考 文献 : [AN]， 第 工 章 ，。 这 是 一 
本 写 得 很 清楚 的 人 门 书 ; fBR]。 这 本 书写 得 很 完备 ，【V-Y] 是 
一 本 早年 的 文献 ， 但 对 讨论 “现代 数学 ” 仍 是 有 启发 意义 的 。 关 于 
射影 平面 ， 较 新 的 参考 书 是 [DI] 和 [H-P], [FL], 第 319 页 
有 一 个 简单 的 例子 . 


27 ”有限 维 实 仿 射 空间 


”末节 中 所 有 的 向 量 空间 或 仿 射 空间 都 是 有 限 维 (4 维 ) 的 ， 而 
且 都 是 实 的 , 亦 即 是 在 实数 域 R 上 的 空间 ， | 

d= 2 或 3 时 ， 我 们 讨论 的 就 是 通常 的 希腊 人 的 几何 或 者 我 
们 所 生存 的 平面 或 空间 的 几何 ， 虽 然 抽 去 了 度量 的 结构 。 4 任意 
时 的 这 些 仿 射 空间 就 是 本 书 的 主要 讨论 对 象 ， 其 中 有 时 可 能 还 被 
加 上 了 欧 氏 结构 , 
271 хп GA(X) 的 规范 拓扑 。 我们 记得 , 实 (或 复 ) 向 量 空间 
总 具有 一 个 规范 拓扑 (例如 可 参见 [CH11, 第 19 页 ). 因此， 有 
限 维 d 的 向 量 空间 E 的 线性 群 GL(E) 也 具有 一 个 规范 拓扑 , 即 由 
4d? 维 向 量 空 间 L(E; E) 诱导 出 来 的 拓扑 。 
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2711 $E., ХАН, ec X, 则 及 上 由 向 量化 衬 
ПХ, 的 规范 拓扑 所 诱导 出 来 的 拓扑 ， 是 仅 与 仿 射 空间 X 有关 的 ; 
这 个 拓扑 称 为 X 的 规范 拓扑 。 

事实 上 ， 注意 到 有 限 各 向 量 空间 中 的 平 称 是 同 肛 。 再 用 2.1.8， 
到 可 证 得 命题 。 

2.7.1.2 "m fe A(X; x? 总 是 连续 的 ; 每 个 优 
射 子 空间 Y 总 是 闭 集 ; 而 且 , 当 X = Y FF, XY EMK H. 

2.7.1.3 为 了 得 出 GA(X) 上 的 规范 拓扑 ， 如 果 我 们 不 用 到 
2.3.4 的 一 般 性 结果 的 话 ， 可 以 应 用 2.3.3.6, 2.3.3.7 和 2.3.3.8 x 
行 如 下 : 对 acX, 将 GA(X) 写成 半 直 积 T(X)GA,(X), 这 
样 就 有 同 构 T(X)eX 和 GA(X) = GL(X), HET T(X) 
和 СА,(Х) 上 的 拓扑 ,然后 就 得 到 T(X)GA(X) Li. 从 而 
得 到 了 GA(X) БЗР. 

2.7.1.4 Ф, СА (X) 上 的 这 个 拓扑 只 与 X 有 关 ， 国 而 称 
为 规范 拓扑 . 

| 事实 上 ， # f = sog 二 sog ,其 中 gEGA(X),g € GA,(D, 
则 * 必 为 平移 e = л> 而 且 zg = о; TE Z Mg 显然 对 
二 元 组 (5,9) ef 来 说 是 连续 的 . | | 

pim, СА,(Х) 和 T(X) 都 是 GA(X) .中 的 闭 案 ; 它们 还 
是 GA(X) 中 的 紧 集 ,这 一 点 则 留待 2.7.5 中 讨论 。 | 
27.2 ” 仿 射 宝 间 的 定向 。 简单 回顾 一 下 向 量 空间 的 定向 的 概念 . 
向 量 空间 的 方向 有 两 种 等 价 的 定义 方法 ,一 种 用 了 行列 式 , 另 一 种 
用 了 基 的 间 伦 。 | 

2.7.2.1 在 第 一 种 代数 的 定义 方法 中 , 我 们 注意 到 , 2 维 向 量 
空间 E 上 的 2 次 交错 多 重 线性 形式 全 体 所 构成 的 向 量 空间 ATE", 
是 一 个 维 数 为 1 的 实 向 量 空间 : im( A"E*) = 1; ВД ЛЕО $ë 
有 两 个 连通 分 支 . 

2.22 ЖХ. EEH, RERE AEO 的 两 个 连通 分 
支 中 的 一 支 O。 形式 оє ATE" 称 为 正 形式 ,如 果 we @; E 中 的 
Ж B = {еа 称 为 正 向 基 ( 或 正 基 ) Ж o Co, - ed) 二 0 
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uu" 
后 的 那个 定义 是 有 意义 的 , 因为 由 о, tk @ ”就 可 推出 在 
在 ic RT 使 v = ko, 
2.7.2.3 ”我们 注意 到 , ocd Н fe GL(E)， 则 拉 回 形式 
*оє @ 当 且 仅 当 деу > 0 ИЖАУ. 因而 ， AREE, 我 
们 都 引进 下 面 的 记号 . | 
2.7.2.4 105. 我 们 记 GL'CE)-— {fe GL(E): detf > 0}, 
GL (E) = (f € GL(E);det <0}, ` 
2.7.25 于是。 对 EE 的 任 一 方向 €:Vo€e NÍ€eGL'(E): 
fo e€ €, MEH, HEDE- ENE 28 mE, KA) 是 正 向 基 的 
. 充 要 条 件 是 fe GL'(E), 因此 ,不 管 E 是 否定 向 ,我 们 总 可 以 说 : 
GL'(E) 的 元 素 是 保 向 的 。 Ж OE,E' 是 两 个 具有 相同 的 有 限 维 
数 的 实 向 量 空间 ， 仅 当 王 和 Е’ 都 定向 ， 我 们 才能 定义 Iom (五 ; 
Е)( шій, 定义 为 f*e'€O Чо со, Xd ede 分 别 定义 
ТЕЖЕ 的 方向 ). 
2.7.2.6 定向 的 第 二 种 定义 方式 , 是 几何 的 ， 甚至 是 力学 的 ; 
简单 地 说 起 来 ,如 果 两 个 基 可 以 相互 通过 形变 达到 ， 那么 它们 有 相 
同 的 方向 . 
27.27 ЖУ. 向 量 空间 E 中 的 两 个 基 B, B 称 为 同 伦 
的 ,如果 存 在 连续 映射 F:[0, 1] 一 Et, E F(0 = 4, 
F(1) = 2 HX &— :c[0,1], FG) 是 一 个 基 。 ЕЕ А, 
就 是 对 EE 中 的 基 的 全 体 的 集合 ， 在 等 价 关系 相互 同 伦 下 取 定 一 
个 等 价 类 . 
2.7.2.8 A 'HWE— _ 的 新 内 容 是 证 明定 义 2.7.2.2 和 2.7.2.7 的 
等 价 性 ,也 即 说 明基 的 集合 里 恰 有 两 个 等 价 类 ,而 且 ， 如 果 己 是 在 
2.7.2.2 的 意义 下 定向 的 ， 那 么 正 疝 基 的 集合 正好 就 是 其 中 的 一 个 
等 价 类 。 为 此 , 先 注 意 到 , 若 在 E 中 取 定 一 个 基 更 ,, 则 通过 
| ФО) = ](4@) 
Же Y МИН 9:GL(E) 一 E^, 这 个 映射 的 象 集 是 三 中 的 基 的 
集合 , 它 是 一 个 连续 映射 ,而 且 还 是 到 象 集 上 的 一 个 同 坚 。 久 此 由 
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下 述 命题 即 可 推 得 两 种 定义 的 等 价 性 : | 
2.7,2.9 ”命题 .空间 .GL(E) 恰 好 有 两 个 连通 分 支 ， HIGL'(E) 
和 GL (E), 而 且 它 们 都 是 弧 连 通 的 。 | 
GL(E) 至 少 有 两 个 通 连 分 支 可 由 下 列 事实 推出 :， 行列 式 
det( - ) 是 一 个 GL(E) 一 人 ”的 连续 函数 ， 且 是 满 射 。 
GL'(E) 的 弧 连 通 性 将 在 8.4.3 中 证 明 。 
现在 ,我 们 可 以 来 考虑 仿 射 空间 的 定向 了 . 
2.7.2.10 ”定义 。 仿 射 空间 X 的 定向 ,就 是 指 它 的 底 向 量 空间 
Х 的 定向 。 定向 仿 射 空间 X 中 的 仿 射 标 架 Хаа 称 为 正 向 
标 架 ,如 果 {хох}, а Ж K ЧЛЕН Ж. 记 | 
GA*(X) = (fe GA(X):1 e GL}, 
СА-(Х) = {f€ GA(X):} € GL- (D), 
2.7.2.11 ”对 两 个 都 已 定向 的 仿 射 空间 ， 也 可 定义 Бот (Х, 
X). 仿 射 标 架 间 也 可 以 定义 同 伦 〈 不 管 和 是否 冠 向 )。 为 了 说 
明 从 同 伦 关系 出 发 仍 得 到 相同 的 定向 概念 ， 只 须 说 明 GA*(X) 
仍 是 弧 连 通 的 就 可 以 了 ， 
然而 ,对 ec X, GA*(X) 就 是 半 直 积 T(X)GA*QO (参见 
2.7.4.3), 其 中 T(X) УТУ X 同 有 是 的 ，GA:(X) АЖ 
+ GL'(X), ， 根 据 2.7.2.9 , Jj — 25 [8] D FE I ЖЕЛЕНУ.. 
2.7.3 ” 超 平面 与 半空 间 
2.7.3.1 iE H J& £5 58 E B] X HJ — T DE ERES 根据 2.4.8.6, 必 存 
在 X 上 的 仿 射 形 式 fe AQGR), 使 H= 三 (0)。 于 是 很 自然 地 
我 们 要 来 讨论 和 的 子 集 广 '(R.), FR) US f (R), РК); 
前 两 个 是 区 中 的 闭 集 ,后 两 个 是 开 集 , 分 别 以 FQ 和 f^(R-) 
х, 
27.32 Ф. F(R.) 和 广 (R-) (相应 地 ， XR 和 
J'(R*) H5HBDEIB HEX; 它们 称 为 申 及 决定 的 闭 (相应 地 ， 
开 ) 半 空间 ， 每 个 半空 间 都 是 弧 连 通 的 . 空间 Х\Н 恰 有 两 个 连 
通 分 支 由 五 决 定 的 开 半 空间 F (R£) 和 (R), 
| „б * 


第 一 个 结论 可 由 2.4.8.6 REGES CEPR, "CROCI PUR 
аб He IRI на TORE SURE RO CIR ҮЛ. E27) В. 
R* 有 两 个 连通 分 支 所 以 T А йын ж, 由 此 名 
ERRERA., 0000 Т | 

半空 间 将 在 第 11 iid É M 


M RB 2.2.3.2. "M HB. 2.7.3.3... uo s. 
2.7.4 念 射 空间 上 的 Lebesgue: 测度 | Р 
OLTAA 我 们 将 随意 使 用 积分 理论 中 的 经 典 结论 , 参见 0:6. 

2.142 ЕВН], ВЕ ERBU, 是 在 E 
БӘ ЛУЗЕ ЈАН АУУЗ Е д JE REB Lebešgue WERE, (ae) 
Ж 和 在 了 下 的 象 测度 ; 若 `g: RI E EINAN, 我 们 要 比较 
一 下 g(1m) 和 . Ка), | 

DLE [GT], 88 33 51) S 77 
кн (00 glm) = dealg of), RU 
其 中 [det(g"'ef)| 现在 是 非 零 正 实数 . 于 是 一 个 向 量 空间 尽管 
本 身 漠 没有 规范 测度 ， 却 总 在 不 计数 量 差 别 的 意义 下 具有 一 个 这 
HNE RAM, А ШЕ, B Ix) 全 体 的 集合 ， 
这 里 f € Ilom(R^; E), 

— HARME, 26 E ЙО Lebesgue- 测度 . йен, 

ДЕРЕЖЕЫ „ЕВ? 上 4 Eze Fai. ШИШЕ 700— 

2743 命题 。 X ERU. Lebesgue 测度 在 任 一 观 身 
BEEN Ө! :及 一 义 ， acx. — | 
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下 的 象 测 度 , 称 为 仿 射 空间 X 上 的 Lebesgue 测度 。 和 上 的 两 个 
Lebesgue 测度 总 是 成 比例 的 ， Яң Е E. x EHU— ^ Lebesgue 测度 , 
我 们 把 生成 该 测度 的 X 上 的 Lebesgue 测度 记 为 B, AME X k 
的 Lebesgue 测度 & 和 任 一 f€ GA(X), RWE fe) 为 
(в) = |detf |z. 

在 9.12 中 我 们 会 看 到 , 欧 氏 仿 射 空间 具有 一 个 规范 Lebesgue 
aug. BEEN 
2.1444 Е, 仿 射 空间 上 在 任何 平移 下 不 变 的 测度 ， 必 为 
Lebesgue 测度 。 证 明 这 一 结论 的 基本 思想 ， 是 修改 性 态 不 佳 的 
测度 ， 修 改 后 的 测度 仍 是 不 变 测度 ， 然 而 是 连续 的 ， 因 而 与 某 个 
Lebesgue 测度 成 比例 。 由 于 在 平移 下 不 变 , 这 个 比例 因子 又 必须 
是 一 个 常数 ， | 
27.5 KAP. СА(Х) 的 紧 子 群 | 

本 节 的 目的 是 依据 Lebesgue 测度 在 仿 射 空间 和 的 任 一 紧 子 
集 开 中 决定 一 点 ， 它 在 任何 使 /(K)= K 的 fe GA(X) 下 都 是 
不 动 的 。 这 一 性 质 将 在 2.7.5.10 中 起 实质 性 的 作用 。 

2.1.5.1 ” 先 在 X 上 固定 一 个 Lebesgue 测度 и, 并 假设 天 的 内 
部 非 空 , K = 人 。 于 是 特别 就 有 
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(其 中 Xx 是 天 的 特征 函数 ， 人 参见 0.6). 我们 记得 ， 对 任 一 测度 "P 
总 可 定义 在 向 量 空间 E 中 取 值 的 测度 如 下 : 


对 大 Ewa) j ?Cn Уеє EY， 或 者 ,在 全 
一 些 标 系 下 也 可 写 为 
| te= (| h m а), ZEH ta. 
对 紧 子 集 玉 和 任 一 点 ae X, £ | 
| ба) = | хкахф, 
Ж b€ X 是 另 一 点 , 则 有 
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ИЕН... Ре. 
2.7. 52. EM ET KG = . A ed 
a + K)) IG) ` 
tia € X 和 X 上 的 Lebesgue 测度 上“ 都 是 无 关 的 了 Dom 

cent'(K), 或 在 必要 时 记 为 centx( K). 

1271-53 8. Ж ХКК Rd = 284, TARNE 
KERER AAA (MARAE 1 ED Mi, N 
cent (K) 就 是 在 办 学 或 物理 意义 下 到 的 重心 。 但 要 注意 到 ， 
K = HB 有 时 情况 不 然 ; 见 下 面 的 . 2.2.35; 以 及 3 АМА. 
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(AS, cent (K)= cent" (50у) 
es ы T. / ¿K> 


BT 2.7.5.5. 


2.7.5.4 在 紧 集 到 的 内 部 可 能 是 空 集 的 情形 , 我 们 采用 下 
述 建 立 在 第 ii 章 的 基础 土 的 方法 :“ 设 K ROX E4I— KA, 
4(K) дети, (K) 是 K 所 生成 的 仿 射 子 空间 ,出 宙 
122.7, d (K) dE CK) ТАЧИ BO ESE 80: ARNAN T Ted 
x X. s s х 

2.7.5.5 定义。 设 天 是 仿 射 空 间 的 一 个 紧 子 集 VR. 

| cent(K) к. с 

EOS Klub. 

2.7.56 X. RI, жаака 
学 意义 的 重心 重合 。 例 如 天 是 欧 氏 仿 射 空间 X 的 曲线 段 时 就 不 重 
合 。 此 外 ,这 个 中 心 也 不 跟 我 们 在 9.8.6 а ЖЕ SUR RO RU AC S dB 


e« 70 * 


重合 。 | ü . 
2.7.5.7 命题。， 设 KK 是 仿 射 空间 X 的 一 个 紧 子 集 ; 则 对 任何 
使 J(K)= K 的 fe GA(X), 总 有 f(cent(K)) = селк), Ж 
言 之 ， 
САк(Х) = (f € GA(X):fCK) = K]cGA«nao). 
而 且 , 若 K= Ф, W) de] —1 VfeGAx(X). 
后 一 结论 可 从 2.7.4.3 的 最 后 一 段 推 出 。 — 
ICu) (K) = u(7(K)) = pK) = |4еў|н(К), 
.从 2.7.54 和 2.7.5.5 可 看 出 ， 前 一 结论 可 仅 对 К = @ 的 情 
形 加 以 证 明 ， TÆ: 
f(cent(K)) == fla + (KDa) 
= а) + RKD DY 
| Ка) + QUO) TU C); 
其 中 aex 是 任意 一 一 点 。 应 用 2.7.5.1 就 可 得 到 


ja (a) = (f Xkax à )- y, Xu Cas) 
= | KO — 1G). 


因此 ， | 
f(cent(K)) = f(a) + CA(K)) (1C2)) = cent(K), 
^ 2158 Wi. dni Ap x RENE DU S8 25 18], a ER, 使 
f(K)—K 的 每 个 fei) (X 的 同 构 所 成 的 群 ) 必 使 X 的 一 个 
不 动 点 只 依赖 于 天 , 这 个 证 明 并 不 用 到 积分 的 理论 : W 9.8.6. 3 
外 还 可 证 明 , 对 K = @ 的 紧 集 玉 ， 总 存在 一 个 和 上 的 欧 氏 结构 
在 САк(Х) 下 不 变 , 这 样 ,对 这 个 结构 来 说 特别 就 有 
GA&k(X)CIs(X); 

见 2.7.5.10 和 8.2.5, 

最 后 注意 到 ,一 般 说 来 GAs = САк(Х), —1 7.5.8 所 
说 明 的 ， | 
2.7.5.9 ”命题 ， —— Е: 则 
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2.7.5.8. ` 图 2.2.5.9. 


对 GAQO 的 拓扑 2.7.1.3 而 言 ， 这 个 群 的 子 群 GAx(X) EX 
B. 

K = d 的 条 件 是 必要 的 : ERK = {а}, а € X, MU 
GA,(X) 同 胚 于 非 紧 的 GL(X), Е 

我 们 应 用 2.7.5.7 在 cent(K) 将 X 向 量化 ; 这 就 又 回 到 了 X 
是 向 量 空间 的 情形 ; 因为 cent(K) € 羡 ， 还 可 以 假设 它 的 原点 
0€ K (©, 2.8.11)。 不 过 ,为 了 避免 证 明 这 一 点 ,我 们 注意 到 , 若 
КК) = K, fe GL(X), WJ ` 

f(—K) = —K, 其 中 —K = (—x:r € K), 
另外 ，Z (KU( 一 K)) 是 包含 0 作为 内 点 的 。 在 X 上 加 上 任 一 
欧 氏 结构 ,并 设 s> 0 使 得 B(0,e)CK; 设 
M = supllisli:x € K}, 则 由 КК) = К, 
就 有 | 
701 < M  Vxllixl| < s; 

这 就 是 说 ,对 L(X; X) 上 的 普通 范 数 来 说 , 1А < =s M. 这样， 
GLx(X) 就 是 L(X;X) 的 一 个 有 界 闭 集 Em ES. 

反 过 来 ,有 | 

2.7.5.10 命题. W GE GA(X) 的 一 个 紧 子 群 ; 则 存在 x€X 
使 GCGA:(X)。 而且, 存在 一 个 XxX 上 的 在 G 下 不 变 的 欧 氏 结构 ， 
也 就 是 说 在 这 结构 下 GCIs(X). 

因为 , 设 ae X 是 任意 一 点 , JU С(а) E a 在 G 的 作用 下 的 
轨道 ;这 是 x 中 的 紧 集 ， 而 且 我 们 所 要 的 点 就 是 x 一 cent(G(a)) 
(参见 2.7.5.7),. “而 且 ”* 云 云 我 们 以 后 将 用 三 个 方法 加 以 证 明 , 参 
Jil, 8.2.5 和 9.8.6。 
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2.7.5.11 推论 。GA(X) 的 所 有 极 大 紧 子 群 都 苦 ( 在 GA(X) 
中 关于 内 自 同 构 ) 相 互 共 轿 的 。 —— | 

d£ X 上 二 次 形式 4 所 定义 的 X 的 欧 氏 结构 下 使 4 不 动 的 
同 构 全 体 所 成 的 群 Is(X ,9) 是 紧 和 的， 从 2.7.5.10 可 知 ，GA(X) 
的 任 一 极 大 紧 子 群 都 是 某 个 15,0Х, 4)， 这 里 < 和 9 都 是 适当 取 
定 的 . 由 8.1.6 和 公式 1.5.3 ,推论 得 证 . 

2.7.5.12 Ш. 上 述 推论 是 按 历史 上 的 面貌 叙述 的 ， 事实 
上 ,一 个 很 一 般 也 很 基本 的 结论 是 ， 任 一 李 群 的 所 有 极 大 紧 子 群 
都 是 相互 共 轿 的 ,例如 可 参见 [НМ], 第 218 页 和 第 240 页 的 注 . 

2.7.5.10 在 一 般 情形 下 不 一 定 成 立 ,即使 给 定 的 是 一 个 性 态 很 
好 的 空间 的 同 构 群 ;举例 来 说 , 设 X 是 球面 , G 一 (X) 是 球面 上 
疝 构 全 体 所 成 的 群 (参见 18.5), 则 G 没 有 任何 不 动 点 .关于 这 方面 
的 一 个 很 一 般 的 结论 ,可 见 9.8.6.5, 
27.6 ”等 仿 射 几何 。 在 2.7.5.7 的 结尾 , 我们 很 自然 地 磁 到 过 子 群 

SA(X) = (f € GA(X): |det}| = 1}, 
ЖИРЕН X HD ВЕНА ЯНЕ. TE, ЖТ 
REX EEA Lebesgue 测度 不 变 ;但 这 个 群 不 是 紧 的 , 事实 上 
对 X 上 给 定 的 一 个 欧 氏 结构 来 说 , 这 个 群 要 比 Isom(X) X84. 
然而 ， 有 一 种 内 容 丰 富 的 几何 学 却 正 是 从 讨论 SA(X) 下 不 变 的 
性 质 发 展 而 成 的 ， 这 种 几何 曾经 有 过 相当 的 发 展 ， 一 般 性 的 文献 
是 [SK], 481-50 到 1-56 页 ， [FT1] 第 40 到 52 m, [BLA2] 
和 [DE6] 第 340 页 的 练习 12。 敬 如 说 ,我 们 可 以 对 处 中 可 微分 
的 曲线 来 定义 长 度 的 概念 和 仿 射 曲率 的 概念 , 它 它们 都 是 在 SA(X) 
下 不 变 的 ;参见 2.8.12, 
2.7.7 ” 念 射 空间 中 的 微分 学 . 设 XX 是 两 个 仿 射 空间 ,局 是 X 
的 开 集 而 f;U 一 XX'。“f 是 可 微分 的 ,是 Ct 类 的 ……” 之 类 的 概 
念 是 很 容易 建立 起 来 的 。 只 不 过 要 注意 到 ，f 的 导数 是 属于 
L(X; ZN. 我 们 可 以 用 两 种 方式 建立 起 这 种 微分 运算 来 。 一 
种 方式 的 依据 是 和 和 X” 的 不 同 的 向 量化 之 间 只 相差 平移 ,而 平移 
是 С" 类 的 ; 另 一 种 方式 则 着 上 腿 于 ; 可 微 性 的 定义 只 涉及 考察 差 
‚ 73 ° 


xX 
fG) — 10а) — g(x — a), ge L(X; X^), 
但 因 BE 
x— amare? B fG) – Ка) = GG) € X, 
所 以 前 面 的 差 式 确 是 属于 的 .。 
关于 微分 学 的 一 本 比较 全 面 的 参考 书 是 [CHI], 


28 % Я 
281 Ceva 定理 . 设 {a,b,c} 是 仿 射 平面 上 的 一 个 三 角形 ， 


we (b, c), P'e (e, а), c'€ 《a，5》 是 三 边 上 的 三 点 ， 三 条 直线 
(a, 0)，《b,b'》 和 《ce，c》 共 点 的 充 要 条 件 是 (参见 2.4.6) 


| смач, nali -4 
图 2.8.1.2. 


2.8.2 Menelaüs 定理 ， 在 2.8.1 的 假设 条 件 下 ,证明 , 5, c 三 
点 共 线 的 充 要 条 件 是 (参见 2.4.6) | 


2.8.3 ” 设 和 是 和 个 元 素 的 有 限 域 上 的 二 维 仿 射 空间 。 计算 +X, 


。74 。 


#GA(X) DRE X rh p HT X uestH. mn 
2.84 证 明 : 当 X 是 向 量 空间 时 , GL(X) 的 中 心 化 为 K** Idx, 
2.8.5 设 X 是 仿 射 空间 ,讨论 使 户 一 Idx 或 户 一 1 的 Je GACX). 
2.8.6 ”叙述 并 证 明 2.5.3 和 2.5.4 的 逆 命 题 . mE 
2.8.7， 设 和 是 复 ( 即 域 C 上 的 ) 仿 射 空间 ; 证 明 它 容 有 一 个 规范 拓 
扑 。 在 这 个 拓扑 下 ,讨论 Х\Н 的 连通 性 ,其 中 五 是 超 平面 . 
2.8.8 _ 证明: 车 X 是 有 限 维 实 仿 射 空间 ,Y 是 子 空间 ， 则 当 
аму dmX—2- 

时 X\Y 必 是 连通 的 .讨论 X\Y 的 单 连通 性 (参见 18. 2.2). 
2.8.9 Pappus 定理 与 可 交换 性 ， 设 和 是 一 个 仿 射 平面 ， 其 底 空 
间 是 非 交 换 的 体 上 的 向 量 平面 ， 而 且 X 中 任意 六 点 都 满足 定理 
2.5.3。 证 明 X 的 基 域 是 可 交换 的 ， 
2.8.10 EPAR Ek Ida 外 不 可 能 容 有 其 它 的 域 自 同 构 ,C 除 Ide 
和 zz 外 不 可 能 容 有 其 它 的 连续 的 域 自 同 构 ， 
28.11 设 玉 是 有 限 维 实 仿 射 空间 的 紧 子 集 ,而 且 K = @; WH 
是 和 的 超 平面 , X' 和 X” 是 和 的 两 个 闭 的 半空 间 。 BUEH WA 
TAA. Ж КПХ =K,KNX =K”, K е @ , K” зе d. 
”证 明 ( 参 见 2.7.5.2); 34 cen'(K") 和 cent (K") 处 分 别 作用 
有 质量 (K) 和 p(K”) 时 ,它们 的 重 
心 就 是 cent'(&)。 并 由 此 推出 , 若 天 还 
是 凸 集 , 则 总 有 C 

cent(K) € K. 
2.8.12 等 仿 射 长 度 与 等 仿 射 曲率 . 设 
基 ， 于 是 可 以 定义 X MG OP 
行列 式 dela, 2) (当然 ,是 关于 这 个 基 
89). 设 cila, b] 一 X 是 和 中 一 条 С =н. 称 实 数 


det(2'(z), 2" ()) 22 
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WEB]. Vf€SA(X), c 的 等 仿 射 长 度 等 于 foc 的 等 仿 射 长 度 
(W 2.7.6), 1Е83: 者 < 使 得 det(2 62,2" (ту) 天 0, 则 可 重新 将 
c 的 参数 取 为 等 仿 射 长 度 。 设 “ 是 以 等 仿 射 长 度 为 参数 的 曲线 ， 
则 称 K = de(2”, 27) 26 c 的 等 念 射 曲率 ; 证 明 这 曲率 也 是 在 
SA(X) 下 不 变 的 。 分 别 对 X( 已 取 定 一 基 ) 中 的 槛 贺 、 双 曲线 和 抛 
物 线 计算 它们 的 等 仿 射 长 度 和 等 仿 射 曲率 。 在 欧 氏 平面 上 ， 在 不 
计 同 构 差别 的 情况 下 ， 曲 线 是 由 作为 弧 长 的 函数 的 曲率 所 决定 的 
(例如 可 参见 [B-Gl, # 323 页 ) ,证明 ;， 与 此 相仿 地 ， 在 不 计 相 
Æ SA(X) 中 某 一 元 素 的 情况 下 ， 和 中 的 一 条 曲线 是 由 作为 等 仿 
射 台 长 的 函数 的 等 仿 射 曲率 所 决定 的 。 关 于 等 仿 射 几何 的 其 它 结 
果 , 可 参见 2.7.6 中 的 参考 书目 . 
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4533€ 泛 空间 及 其 应 用 


在 这 技巧 性 较 强 的 一 章 中 ， 我 们 对 每 个 仿 射 空间 习作 出 丰 应 
的 向 量 空间 LX RAR 中 成 为 一 个 不 含 原点 的 仿 射 起 平面 ， 而 
X 则 是 一 个 以 六 嵌入 后 所 成 的 仿 射 超 平 面 作为 方向 的 £ 的 超 平 
面 ( 第 3.1%). 发 的 构造 也 许 看 上 去 有 些 突如其来 ， 但 我 们 送 E 
读者 慢 慢 看 下 去 会 发 觉 引 进 这 个 构造 是 确 有 补益 的 。 以 后 在 请 到 
一 些 古 典 的 理论 时 ， 将 多 次 用 到 污 空间 ; 这 些 理 论 是 : 重心 (第 
3.4 节 ) ,重心 坐标 (第 3.6 节 )， 齐 次 化 变量 在 非 齐 次 多 项 式 上 的 作 
BOE 33 PERERLRAHGAARERAALOS 140,0 
二 次 曲面 的 讨论 (第 .15 章 )。 
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在 仿 射 空间 X rh, 由 于 没有 特殊 点 (参见 第 2 X3|& 及 2 1. 3), 
不 存在 内 在 的 向 量 运 算 的 问题; 但 是 我 们 可 以 在 X 中 建立 起 X 上 
向 量 场 的 内 在 运算 < 因为 我 们 知道 ,从 任 一 集合 到 一 个 向 量 空间 E 
中 的 映射 全 体 的 集合 ,总 有 一 个 从 五 承继 而 来 的 向 量 空间 结构 。 
$11 EX. 仿 射 空间 (X, X) 上 的 向 量 场 ,就 是 一 个 映射 i 
f:X — X; 
向 量 场 的 集合 记 为 % (X), 其 上 冉 有 规范 的 向 量 空间 结构 
3.1.2 ”两 个 例子 . 我 们 并 不 考虑 很 广泛 的 意义 下 的 向 量 场 ， 而 只 
芳 碟 下 面 两 种 类 型 的 向 量 场 : . 
3121 ЁєХ 连带 的 常 向 量 场 ， AW fe 20.97 定义 为 
№) = Ё VxE X， 记 为 及 ,实用 上 ， 这 种 场 的 轨迹 是 平行 于 2 
的 直线 。 ЛЕ, r>: 十 f(x) 就 是 平移 n. ERLE f BR 
(x,* + f(x)) 的 集合 ,就 更 直观 了 。 | MN 
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B 3.1.2.1. 图 3.1.2.2. 


($122 фо. (k, a) € K* x X 连带 的 中 心 场 定义 为 
х» kra Wx€X, 记 为 laa. 这 种 场 跟 位 似 Hank 的 关系 是 
+ 十 f(x) 一 Hai(x) Vre X; 轨迹 是 通过 a (不 包括 4 在 内 ) 的 
直线 。 参 风 3.7.6. | 
3.13 记号, 把 97(X) 分 成 两 部 分 : 

GX) 一 (ft: £eX), CX) = La: : (k, a) € K* x X). 
314 ж. Xobrfcw«(X) E X 5 % (X) 的 向 量子 空 
闻 @(X) 之 间 的 一 4 线性 同 构 ; v" (X) 不 是 % (X) 的 向 量 
子 实 间 ,但 K* x ХЭ (А, а) эо € @'(X) 是 一 个 双 射 ， 而 
上 且 在 (XX) 中 有 : Maso 一 faka V(kK,a)e€ K* x X #i Và2 € K*; 
于 是 vene (X) = Ø. 

3.15 ”定理 (初等 的 ,然而 是 基本 的 ). 

并 集 多 (X) = V (X)UV'(O) 是 %(X) 的 向 量子 空间 . 
由 ФО») =k 和 p) 一 0 Vie X, V(k, a) Ке хх X 
的 映射 e:Z (X) ^K 是 @(X) 上 的 一 个 线性 形式 ;映射 


X эк > fae ex) 
ЕХ Б (X) 的 仿 射 超 平面 p (1) 之 间 诱 导出 一 个 仿 射 空间 
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АЈА. (参见 2.2.3.) | 
3.1.6 我 们 有 1 fwo + lasa :x — kra + xa ERE 0, 


则 kra + Кта == ka 一 ха ') = ka'a a, КЫШ fao + Tarn — 
hou, 3 ER эе 0， 则 存在 5 使 22 "TL 


k 
k + kK | 
{ха + Kus = (+ Obs BD fao + feran = fan 
(当然 这 个 b 不 是 随意 给 出 的 ， 在 等 式 fas 十 fue an == m ане 中 
把 已 作为 未 知 数 , 令 * 一 < 即 可 求 得 ). 于 是 就 有 ` 
Ie ct R: zi kra + Ë xa, | = 
其 中 a 使 得 aa == C$ I 因此 frm + FÉ == Paka. уван 


中 可 看 出 ?是 线性 的 。 为 了 证 明 了:x >， 是 一 个 仿 射 映射 ， 
我 们 取 定 一 点 «€ X; 若 了 3 是 仿 射 映射 , 则 应 存在 (参见 2.3.1) 
Х.Х (X), Ef X(a)Z(0) = 5(6) — Х(а) 
(在 向 量 空间 Z (X) 的 意义 下 ), 但 由 定义 : 
X(b)— d eX TON: — xa = ab, 
因此 必 有 2(5) — Х(а) = f, M ERE 
X 2I fe E(X). 
这 样 就 反 过 来 证 明了 3 是 仿 射 映射 。 

我 们 暂时 离开 向 量 场 的 讨论 ， 质 进 下 面 这 么 一 个 注 记 . | 
3.1.7 ix, W (X, X) 是 仿 射 空间 ,  RORJBZEJPEHÉRE XU(K*x 
X), Æ ÉinjuxmRuix X ARZAK, Wi # 关于 下 述 运算 成 为 一 
个 向 量 空间 : 

X ; KCh, x) = (Kh, x) = Ckh)x, 0(Kx) 一 0， 特 别 有 (A, :)= 
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Rx, 
+: GE К+ К ео: ket k = (k+ KO", 其 中 z” — z + 
QE 
CE 
一 ; |# k+ k = 0: k ku а, 
‘ke +E = (х А КС), I 
жешет XCX 上 的 Xx 和 十 的 性 质 。 在 入 中 ,总 是 一 个 超 平 
面 。 若 定义 М:Х—К X M(Kz) = k, M(ËÜ)= 0 МЄЄ ХШ 
M 是 X 上 的 一 个 线性 形式 , 而 且 MC(Q)-X30. 仿 射 超 平面 
M-!(1)《 作 为 仿 射 空间 ) 同 构 于 XX。 另外 ,对 每 个 <e X, Ж 
ий È= ХФКа; Ro 是 关于 这 个 直 和 的 首 项 射影 , 则 
由 于 X 与 1XXC 交 是 等 同 的 , |x 就 是 Ө, (参见 2.1.5). 
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KH 3.1.7. 


图 3.1.8. 


3.1.8 Wik. 首先 , 我 们 在 3.17 中 完全 证 实 了 2.1.3.1 所 引进 的 
xy 一 ?一 * 的 写法 是 合理 的 。 要 注意 到 把 不 同 对 象 等 同 的 做 法 
有 时 会 是 危险 的 ; 一 个 原则 是 ,在 可 能 混淆 的 情况 下 ,一 开始 就 楼 
nde QM 一 个 典型 的 例子 是 ， 将 仿 射 空间 X 取 成 
= X (2.2.1); 这 时 ,在 劝 中 ,记号 X 同时 表示 仿 射 子 空间 
X-X-M^() 


e $0 e 


和 向 量子 空间 ( 超 平面 ) X; 因此 ， 在 这 种 场合 不 应 该 写 X = X; 
而 必须 把 X 和 总 区 分 清楚 (图 3.1.8)。 

3.19 ” 许 德 拉 咬 住 闪光 的 尾巴 ?。 从 XX 出 发 ,我 们 作出 了 泛 向 量 空 
闻 Ж, а X 作为 超 平面 ， 因 此 ,根据 2.2.5, 我 们 可 以 讨论 仿 身 
空间 Аў; 于 是 2.2.7 和 3.1.7 证 明了 和 X 通 过 下 面 的 丽 个 同 构 自 然 
同 构 于 zX = MC) 和 MO) = Ex. 
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MEE X, X 是 两 个 仿 射 空间 ; 我 们 作出 及， 多 并 找 出 
A(X; X) 和 LOO X) 之 闻 的 关系 。3.1.7 和 2.3.7 已 说 明了 从 
L(£; f£) 到 A(X; X) 的 关系 ;反之 亦 然 ( 可 直接 证 明 ): 

3.21 ФЕ. Ж X, X 是 两 个 仿 射 空间 , f€ AQG X"). 定义 映 
射 0-0 为 了 二 了 (kx) = 好 (x) 《分 别 根据 x < $£ 和 
XEF mmm x, Ww je L(X; £5, ЖН fe cz» (t; 4); 
在 2.3.6 的 意义 下 ， 由 3.1.8 还 有 f =f. # g€ A(X'; X"), 其 中 
X" 是 第 三 个 仿 射 空间 , 则 Zo] = gef. 
3.22 ”这 个 命题 说 明了 给 £ ИЧЕРИ: 在 更 确切 的 意义 
ЫМ, 3.2.1 证 明了 X X 是 一 个 “ 函 子 ? 对 应 ， 
3.23 推论。 对 每 个 仿 射 空 间 X, X 的 仿 射 群 GA(X) 自然 同 
构 于 GL2(%) = (€ GLC): (X) = X) XT GLOD 的 中 心 
K* .Idz 的 商 群 GLxCX)/K* - Idg (M, 2.3.3.12). 
3.24 #1, 根据 23.3. 2 的 定义 ,fe Dil(X) 的 充 要 条 件 是 

fix = Idz. | | 
3.25 “2.3.8 的 解释 .为 此 ,让 我 们 看 一 下 2.3.8 的 条 件 和 记号 。 给 
E X IRR (ires 后 ,我 们 可 以 作出 大 的 两 个 基 ， 第 一 个 是 
{ х0, Dn, . улул}, 其 中 хє XCÉ, хох; € X c x, 第 二 个 是 
{ro 5-50) СХС; 我 们 在 3.6 中 还 将 用 到 第 二 个 基 。 两 个 


1) 许 德 拉 (Hydre): 希腊 神话 中 的 九 头 怪物 ,中 间 一 头 能 砍 而 复生 。 这里,“ 咬 住 尾 
巴 ” 比 喻 从 X 出 发 仍 可 加 到 与 其 网 构 的 空间 ， 一 一 译 者 注 
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第 一 种 类 型 的 标 架 , BD НО {rororo u mns) AUR [9 
tro， du y XS), 

可 用 来 解释 2.3.8。2.3.9 中 记 为 M) 的 矩阵 ， 就 是 3.2.1 maág f 

XCT ЕЗИНЕ; DU, da Ts …, 14。) 本 身 是 在 X 

中 的 , 则 这 个 x 在 多 中 关于 标 架 (x, xm, s xo} 的 坐标 显然 

E (C, deee, 4s)， 然 而 ， 由 2.3.9 可 知 ， ci 的 元 素 就 是 第 

RUE NIE. 


N- 3.2.5, | 
33 ” 仿 射 空间 上 的 多 项 式 


| 未 和 所 中 ,所 有 的 域 吕 假定 是 特征 数 为 0 的 . | 

我 们 先 回 顾 一 一 下 向 量 空间 上 的 多 项 式 以 及 多 项 式 映射 的 定义 
和 性 质 ; [CH1] 的 第 79 页 是 很 好 的 参考 材料 
331 ЖУ. 设 V, W 是 两 个 向 量 空 间 ;映射 f:V >W 称 为 
阶 齐 次 多 项 式 映 射 , 如 果 存 在 一 个 对 称 & 重 线性 映射 :Vt 一 WW， 
使 了 二 poA; ЯАВ А: r (х, 55, r) EVR, 
把 了 到 到 中 的 不 阶 齐 次 多 项 式 映 射 的 集合 记 为 PPV; W); 当 

PNV) = PYV; К). 

XD f 是 齐 次 多 项 式 映 射 , 则 使 f= фод 的 映射 ?是 唯一 的 ,也 就 
是 说 P 是 由 了 所 确定 的 ， 映射 V — V 称 为 阶 数 小 于 或 等 于 《 
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BJ Ae HALE RRE fe eU; И) (== 0, 1. ., 4), fh 


f =. 2s (规定 以 PUV; W) 来 记 7 到 用 中 的 常 值 映射 的 集 
f). ж W = K, 仍 简 称 为 阶 数 小 于 或 等 于 的 多 项 式 . = f E 


阶 数 小 于 或 等 于 名 的 多 项 式 映射 , 则 f = > 的 写法 是 唯一 的 ， 


ОЗЕН fe 907; W) 都 是 由 了 所 确定 的 。 阶 数 小 于 或 等 于 大 的 
多 项 式 映 射 的 集合 记 为 (Y; W), VV) 一 XQ; К). 
332 it. 借助 于 f:V >W, 可 以 写 出 p:Vt -> W 的 具体 算式 
来 , 详 见 [CH1] 第 85 页 (6.3.5) R. k= 2 的 情形 是 我 们 熟知 
WU, PIV) 的 元 素 f 称 为 二 次 形式 ; t f = poA 的 9 称 为 ; 
的 极 形式 , 且 有 

3.3.2.1 


plr, у) = 2-06 ^») — IG) —16)]. Vr,y€v., 


我 们 假定 域 的 特征 数 为 0， 是 为 了 保证 给 定 f 后 9 是 唯一 
的 . 但 我 们 看 到 ,对 二 次 形式 来 说 ,只 要 假定 特征 数 不 是 2 就 足够 
了 【更 一 般 地 ， 只 要 知道 域 的 特征 数 严 格 地 大 于 所 考察 的 多 项 式 
的 阶 数 就 可 以 了 )， 

向 量 空间 229(/) 就 是 了 的 对 侦 空间 7*， 即 了 上 线性 形式 
的 集合 ， 更 一 般 地 ，SBZRC7; W) 赋 有 自然 的 (在 向 量 空间 中 取 值 
的 映射 全 体 所 构成 的 ) 向 量 空间 的 结构 。 

我 们 有 f(x) 一 Mif(x) Vie (V) Vx € FF， 这 就 是 我 
们 称 之 为 《 阶 “ 齐 次 ”的 原因 ， 但 这 一 条 件 不 足以 使 f 成 为 一 个 多 
项 式 (除非 f 是 足够 次 可 微分 的 ， 参见 3.7.12)。 至 于 为 什么 称 为 
“多 项 式 ”, 则 正 是 下 面 要 说 明 的 . 
3.3.3 “坐标 . ишен, 维 数 为 n, 设 {е} ЖУ 的 
一 个 基 ，* 二 (4.,.…., 1,) 是 * 关 于 这 个 基 的 坐标 , 则 对 

je (Vi W), 

f(x) 有 两 种 可 能 的 写法 ,每 一 种 都 很 有 用 。 第 一 种 写法 是 


e 83 = 


和 


fam Уу а. „АА, 


和 式 是 对 所 有 以 为 和 的 20 的 整数 来 作 的 ， 其 中 assu, EW 
中 一 些 取 定 的 向 量 (W 一 K 时 则 是 一 些 数量 )， 第 二 种 写法 是 


fCA, +, ы) 一 | >! 8j ys iyi * Адэ 


其 中 a2, 是 在 丈 中 取 定 的 ， 和 式 遍 取 所 有 在 1, …, п 中 取 值 
且 可 重复 的 递增 整数 。 在 这 两 种 写法 中 ， 出 于 习惯 都 把 右 端 记 成 
厂 上 的 数量 乘法 ,以 使 当 球 一 玉 时 得 到 通常 的 多 项 式 记 法 。 
3.3.4 ”为 了 在 仿 射 空间 Xx 上 定义 多 项 式 ， 最 简捷 的 方法 是 利用 XX 
连带 的 泛 空间 RI 在 3.7.11 (参见 3.314) 中 有 一 个 更 初等 的 定 
X. 
3.3.5 ЖХ. 设 X 是 仿 射 空间 , 玉 是 向 量 空间 .映射 
f:X—>W 

称 为 X 土 阶 多 项 式 映 射 ,如 果 存 在 fe of) 而 H = f; 它 
们 的 集合 (自然 地 成 为 向 量 空间 ) 记 为 PX; W). Ж W =K, 
就 称 为 & 阶 多 项 式 ,它们 的 集合 记 为 PX) 一 PX; К). f 的 
符号 记 为 j, 指 阶 齐 次 多 项 式 映 射 } = fis. 
3.3.6 @J. P(X: W) 的 元 素 是 常 值 映射 ，EGD(X; W) 的 元 素 
BR 4(X; W) 的 元 素 是 一 样 的 ,特别 地 ， (X) 就 是 X 的 仿 射 
形式 的 集合 (要 说 明 这 一 点 ， 可 直接 验证 或 利用 3.3.14). 这 说 明 
(参见 3.3.2) 我 们 把 PAX) 的 元 素 称 为 二 次 仿 射 形式 是 合适 的 . 
3.37 定义 3.3.5 是 简捷 明 上 的 ,但 常常 并 不 实用 ;而 且 , 我 们 想 研 
究 限制 映射 PIA) 一 SGP4(X)， 根 据 定 义 它 是 满 射 ， 但 它 是 单 
ijo 我 们 还 要 写 出 有 限 维 情形 的 具体 算式 ， 看 一 下 跟 SG) 
的 关系 ,其 中 X, EXE 点 的 向 量化 空间 。 于 是 ,我 们 取 定 a € X 
并 利用 青 和 关系 £ = X@Ka (参见 3.1.6); 为 简便 起 见 , 我 们 在 
PAX) 中 讨论 . 设 p: >K 使 得 j= poA; 我 们 有 
3.3.8 

$C, + na, “, Е, T ta) 


o 5 > > JI. eG ty E as ., a) x: a 


|de0 < rh 


(这 里 用 到 了 9 的 对 称 狂 )， 对 = 0,1, ka +: 
3.3.9 


А -— — | k P" А —- " "a 7 
9;:X; 3 (Е, + а, .., Ë; + a)! ( 。 Jed, Eis уе, а), 
- ` - ` s | mE 


每 个 映射 p 都 是 i 重 线 性 的 对 称 映 射 ， 因此 可 定义 | 


f; = peA: Ar K, m fie 22% iu )G = 0, 1, > €» 
Hi 3.3.8 RE: mE | 
3.3.10 


因而 ， " fe P(X), 只 要 a€ X, ARR X. 上 一 个 阶 数 小 于 或 
等 于 的 多 项 式 . 我 们 可 以 看 到 逆 合 题 也 成 立 ,而 且 3.3.8 RER 
们 能 从 了 唯一 地 作出 f。 事实 上 ,车 

a€ X, € PPX)i= 0, 1,- +, Ж), 


k - 
=> bh. # = gioA 而 o: X: — K, Д 
#=0 
3.3.11 | 
ф(2, T na,*- "5 Ex T tga) 


t (Ry? PEE 
-X(;) X II «eG +a ËB + 2. 
£= 0 ; | 


Hex) есп 
# f= фод, WA: fxh 可 以 验证 是 《 重 线性 的 对 称 映 
M. TE,# : + 0, 就 有 : | I 
3.3.12 
IE + za) = > HC + a) = rh > f; G7 + un 


一 1 > G7 + a)) = 6 + а)), 
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由 此 可 知 , 当 把 X, m X 通过 e, 等 同 起 来 时 ,有 : 
3.3.13 Ё.) = 7) Ухєх Vie K* Sr fl =]. 
根据 这 个 式 子 ， 我 们 说 : 7 是 通过 变量 :将 1 齐 次 化 后 得 到 
RU", 或 者 “f 是 通过 引进 一 个 齐 次 化 变量 s 而 得 到 的 *， 再 根据 
3.3.12, 就 可 从 开具 体 算出 关 因此 ,由 上 述 论证 推 得 下 面 的 
3.3.14 ”命题 ， 限 制 映射 | m 

- ge >f хє PX) 
是 双 射 3 其 逆 了 映射 由 3.3.13 式 表 出 。 PX 的 元 素 有 以 下 特征 : 
fX 一 到， 使 对 任 一 a€ X fe Z,0X), 或 存在 aEX 使 f€ 
SG). 通过 Ө, 的 作用 可 以 看 到 ， 了 的 和 阶 部 分 就 是 二 的 符 
= f, eod 
3.3.15 $4. i X ROB ЯЕ, ER n, {ху}, a ЕХ + 
ЖЭШ, (essa 是 这 个 标 架 下 的 坐标 , 则 fe 2,(X) 的 充 要 条 
件 是 存在 au. bi c€ KG, j= 1,5-5, n) 使 得 

f(a,*, ы) 一 > адым + У? bihi + c, 


从 而 £X: 
Ом, dss) = S ај + Ў) МЫ + cñ, 
ij š 


34 € ò 


将 仿 射 空间 嵌入 向 量 空间 A LUE >] un 这 样 的 
线性 组 合 ,其 中 x€ X, L€ K; 如 果 (参见 3.1.6) 
«(3 ss ) 一 >; АМ (x;) = 2 А; == 1, 


前 述 组 合 的 结果 (当然 在 发 中) 是 在 X 中 的 . 由 此 有 : | 
3.4.1 x X. 设 {х;};е 是 仿 射 空间 和 中 点 的 集合 ， I hac K, 


这 里 除 有 限 个 i 外 0, 而 且 224 = 1, 和 中 的 点 > ЖЖ 
iel | 


* 86 * 


ФЛЕШ, 的 点 ”的 重心 : + 一 D, ma 


3.42 98. 若 除 1, 1 外 所 有 的 一 0， 则 重心 * 就 是 +; 若 
1 = {1,2}, 一 4 一 1/2( 从 而 KK 的 特征 数 不 为 2), 就 有 
| | | | аі : 
2 ` | 
称 为 {rira} 的 中 心 。 更 一 般 地 ， 车 在 天 中 I = M "TT 5 п}, 
n = 0, L = > Vi, Wu) E к= 00258. 称 为 x; 的 质心 ， 
要 注意 到 ， 若 x 是 欧 氏 仿 射 平面 。 三 角形 (xo zo z) 的 质心 


atats 《参见 2.4.7) 是 眼 这 个 三 角形 所 决定 的 均匀 薄板 的 


质心 (参见 2.7.5.3) 重 合 的 ,然而 ， 
| | ху + x, + ox + x, 
4 


一 般 不 再 是 这 四 点 所 决定 的 均匀 薄板 的 质心. 
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图 3.4.2.1. . | (0B 3.4.2.2. 
请 参阅 第 171 页 上 为 数 众多 的 重心 的 例子 ， 
34.3 ”一 个 基本 的 例子 是 K = R, Xx 是 实 仿 射 空间 而 z, y ЕХ 
的 两 点 的 情形 、 久 的 子 集 [х,у] = {2r + (1 — 2)y:2€ [0, 1]} 
称 为 以 z, 》 为 端点 的 线段 。 这 是 引进 凸 性 概念 的 起 点 ， 参 见 第 
11 章 和 第 12 3€, | | 
34.4 ”现在 假定 211 关 1， 则 重心 落 在 XNX dh; 这 一 点 是 很 
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IS JESCREEDO 1121, ES I X PAA 1 hxi Ж 


以 数量 (311) ^ 《如果 它 不 是 零 ) 的 情形 


3.4.5 定义 。 i8 X = XU(K* x X) 的 元 素 称 为 X 的 承重 点 . 
HHE {Os ri) + а, 是 一 族 有 限 多 个 承重 点 ， 就 把 


REA (D =) 称 为 重心 ,其 中 , 当 Уа 一 0 时 

[x, y] 地 是 向 量 ХлХ, 当 > x == 0 j x E y 
(х) (а) 

3.4.6 5+ 


2461 REEI, У) 4 260 时 ， 重 心 的 


概念 是 跟 力 学 上 的 概念 一 致 的 ; 具有 单位 质量 的 三 个 点 x; ES JR D 
就 是 атата. 不 过 这 一 点 应 承载 3 个 单位 的 质量 , 即 x; 处 


x 


图 3.4.2.3. 


质量 之 和 . 
3.4.6.2 ”对 于 两 点 {(1, х), (一 1, 7)}， 我 们 又 看 到 


— 
yx = х — у, 


参见 2.1.4 和 3.1.7, 
3.4.6.5 当然， 我 们 的 定义 上 跟 更 古典 的 定义 也 是 呼应 的 ; W 


种 定义 研究 的 是 和 式 DO 447xis 而 不 是 向 量 场 。 若 * СЫ, 2) 
(У о) 的 重心, 我 们 甚至 从 定义 直接 就 有 : 
34.64 У! M == (> ы) ух УуєЄХ, 


x 则 满足 下 列 方程 : 
3465 У! ых = 0. 
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34.6.6 ”最 后 , 遂 过 将 区 在 任 一 点 ae 区 处 向 量化 ,我 们 就 得 
到 了 (G, д} (22 % = 0) 的 重心 < 的 具体 计算 公式 : 


DP 
х == q + — ——, 


PX 
AUR x BEAMER, H 在 菜 个 给 定 的 念 射 标 架 中 的 举 标 为 
Gas ts )， 那 么 在 同一 标 架 中 ，{ C4, n) (> = ji 


心 坐标 为 
>; T У, 
21 v Е 22 
3.4.7 ”向 量 空间 (现在 是 XX) 中 的 加 法 满足 结合 律 这 一 事实 ， 可 以 
从 重心 的 性 质 来 推出 ; 这 些 性 顾 在 力 等 上 有 有 直观 的 解释 ， 并 且 在 几 
何 上 有 很 多 有 趣 的 应 用 . 
3.4.8 ”命题 (承重 点 的 重心 的 结合 性 ). 设 了 是 有 限 集 ， 
. [= 01,001, | 
是 工 的 一 个 划分 ， (02,2) е 是 一 族 承 重点 , 则 这 族 点 的 重心 就 
是 (Gu, £0 i-o 的 承重 点 重心 , 其 中 ， 对 每 一 1, 承 重心 (ш, Е) 
是 1 xi) uer 的 重心 。 | 
$49 命题 (X 中 重心 的 不 可 结合 性 )。 设 7 RARR, 
 I= 1U:--:- UI, 
是 了 的 一 个 划分 ， ier EXHAR, luhen AK PAR H 
使 $9 ue1 Vie1,-,P. Rasa K RB. 2; a; = 1, 


i €l 
£1 是 承载 4 的 点 GEL) 的 重心 ,5 ERR о 的 点 
El = 1,--+,Ё) 
的 重心 , 则 5 是 承载 o; Ge L) 的 点 x Ge ID) 的 重心 。 
3.4.10 经典 几何 学 的 结论 。 首先 , 设 л. n, xw 是 XX 中 三 扩 ， 


”| 


] = {1,2,3} 9 {1}U{2, 33, a= 1, 


OTK HERRA 2 RI) H| a= a, & = STRE Gs, 
v.) 的 中 心 ,因而 承载 质量 {1/3, 1/3, 1/3) 的 点 to zas л, 的 重 


. E 3.4.10.2. 


e 90 s 


ма 802 


心 ғ, 即 这 三 点 的 质心 就 是 承载 质量 1, 2 的 点 zu nin 的 重 


心 ; JL LAM e Ж = 条 中 线 s ata, (= "+, 


(z, EEEN 交 于 一 版; 这 一 点 就 是 三 角形 (ns =, n) 的 质心 ， 
它 将 每 条 中 线 分 成 分 比 为 {1, 2} 的 线段 。 其 次 ,在 四 点 的 情形 ,我 


们 就 得 到 (假定 KK 的 特征 数 不 是 2 或 3) 七 线 共 点 ， 这 七 条 线 是 三 
组 对 边 的 中 心 连 线 和 各 点 与 其 余 三 点 所 成 三 角形 的 质心 的 连 线 ， 


35 重心 与 仿 射 映射 ,重心 与 仿 射 子 空间 


35.1 4H. 设 X， x 是 两 个 仿 射 空间 ， РХ > X' 是 一 个 映射 ( 目 
前 仅仅 是 在 集 论 意义 下 的 ). 则 f 成 为 仿 射 映射 的 充 要 条 件 是 1 L3 
持 重 心 ， 也 就 是 说 ,对 任意 两 个 有 限 点 集 isbacx, Us lack, 


Kb Dasa o E EN 
(m A; s) = 2, АК). 

г 必要 性 由 3.2.1 和 3.4.1 可 得 . — F: Xa > Ху 
线性 ， 为 此 ， 只 须 注 意 到 ， d x, x'€ X, А, AS K, 则 X, 中 使 
z” = Ах doux! 的 点 x” 正 是 承载 质量 41 — А — p, 2, p} 的 
(a, ғ, z) 的 重心 (对 Ka), f(x)，f(x’)- 有 相仿 的 结论 ) 

上 述 证 明 过 程 还 证 明了 : 
3.5.2 命题 设 X 是 仿 射 空间 ，5CX EXTR. MSEX AY 
子 空间 的 充 要 条 件 是 S 中 任何 点 集 的 重心 落 在 S 中 ,也 就 是 说 ,对 


任何 两 个 有 限 点 集 {х; CS 和 (2; СК, 其 中 А; = 1, 


总 有 LEN | 


3.5.3 推论 对 X 的 一 ^34 S 来 说 ， 由 S 所 生成 的 子 空 间 ， 即 
(5), Ж 5 中 所 有 的 点 (关于 所 有 可 能 承载 的 质量 ) 的 重心 的 集 


, 91 >» 


ee 


| 这 样 ,由 相互 独立 的 两 点 x. 》 所 生成 的 直线 D 一 《x, у), Ж 
ЖЮ = (x, у) = {1х + (1—1)у:41Є6 K}. 


wen 7f 2 

. 6 .. š d x“ Ax w? 
у U du? ` ка q- Dy | 
г 


3.5.2. 


154 ФЕЙ, Зх 是 特征 数 为 0 的 域 上 的 仿 射 空间 . 若 FCX E 
任 一 子 集 ， 则 存在 一 点 r€ X, E GAs(X) C GA.(X)， 也 就 是 
说 ,对 任 一 使 IF) = F 的 fe GA(X) 总 有 О) mx. 


n 


ж K= U x, ф == ctt 并 应 用 3.5.1. 


i=l 


СЕЕ 2.7.5.7 Ж9.8.6, 一 个 有 
ЕЕ 3.7.3, 


36 重心 坐标 


3.6.1 我 们 现在 要 用 到 3.2.5 中 引进 的 概念 ， 即 在 有 限 # 维 的 仿 
射 空间 X 中 给 定 一 个 仿 射 标 架 (xoa... Л, 入 中 有 对 应 的 基 
{х7 уо, 由 此 就 有 : | 
3.6.2 命题 。 设 {rje 是 仿 射 空间 X 的 一 个 标 架 ， 只 要 
x€ X, 总 存在 玉 中 的 A;G = 0,1,..., п), 使 

之 4， = ] B к= 2) tns 
T" x; 是 唯一 确定 的 ， 称 为 x 在 该 标 架 中 的 重心 坐标 。 

97 + 


A ә. mtn. 


a 4-24 PH тт 


事实 上 ， z= hn fc X н, 但 由 于 x€ XC X, 就 有 


>Š u = 1 (参见 3.1.6)。 


Ag20,À,20, A 20) — 


' 3.6.2.1. ` 图 3.6.2.2. : 


3.6.3 Ип, E n= 2, ЖН (xw, zu za) 中 坐标 AS 一 0 的 点 ， 
就 是 属于 三 角形 {xos Xis xil 的 边 n, хз) 的 那些 点 。 A XB 
K = R, 1] ы = 0 Vi = 0,1,2 的 点 就 是 图 3.6.2.2 中 加 网 点 
部 分 的 点 ; 在 讨论 凸 性 时 ， 我 们 还 会 用 到 这 个 重要 的 注册 参见 
11.1.8.4. 

3.6.4 在 10.6.8 DEOS SIDA. | | 
$65 重心 重 分 . 重心 在 代数 拓扑 中 有 很 重要 的 应 用 ; 有 关内 


Xo ха 
X — 9 
Хо+ XE / 
2 
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Ct Мая = nee C7 abc n a Fa e Re RA - i dm eb s Д En амі T 
ash FR dk Ratu ineo. o dioc d pe Eee e iR s eter ЇР a Ma s MES Zu re йш. ЕПН ут чш. Слз ы: 


容 例 如 可 详 见 [GG], # 63 一 68 页 和 60 一 6314, [H-Y], 第 
206—209 页 或 [СА], 第 82—86 1. 一 个 单 形 的 重心 重 分 是 通 
过 对 所 讨论 的 实 仿 射 空间 的 维 数 进行 归纳 法 来 定义 的 : 若 4 一 1， 
ue" 、 х d rl [xo + x, | 
Uo s) бшер fr 88), fs ap 的 
жа. ж 4 一 2， 重 心 重 分 就 是 六 个 三 角形 的 集合 ， 这 六 个 三 角 
ЛАИН 83-579, f Ж VUE A (хе, л), 
Gn, хз), (za 为》 所 代表 的 三 个 一 维 单 形 的 重心 重 分 ;依次 类 推 ， 


图 3.6.5.2 画 出 了 {xo, z, ж} 的 重心 重 分 的 重心 重 分 ， 共 有 
6 X 6 二 36 个 三 角形 。 参见 练习 3.7.8, | 
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3.7.1 ”如 果 基 域 特征 数 不 为 0, 命题 3.5.4 是 否 还 能 成 立 ? 

3.7.2 ”将 3.4.10 的 几何 结论 分 别 推广 到 五 个 点 和 六 个 点 的 情形 。 
3.7.3 设 X 是 特征 数 为 0 的 域 上 的 仿 射 空间 . 证明 GA(X) 的 任 
一 有 限 子 群 必 容 有 一 个 不 动 点 | 
3.74 ”我 们 用 2.7.5.2 中 引进 的 记号 。 их RB TR 2E SE Do #1 ЖЕ 
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闻 ， 天 是 区 中 内 都 非 空 的 紧 子 集 ， 而 且 К — U K, ded 
的 K, 内 部 非 空 , 且 所 有 的 交集 

| K, Ki GÆ?) 
ESMER. 证 明 cent'(K) 是 承载 质量 x(K;) BJ S HUE 
心 ,其 中 £; = cent'(K;). 


图 3.7.4. | 3.7.13. 


3.75 设 X 是 仿 射 空间 。 分 别 给 出 P(X) 和 PAX) 中 元 素 
f 的 内 在 定义 (也 就 是 说 , 既 不 用 到 问 量 化 空间 Xa 也 不 用 到 €); 
再 给 出 一 个 计算 了 的 符号 了 的 公式 
3.7.6 为 什么 在 定义 3.1.2.2 中 采用 场 

х 上 一 > Rxa 


而 不 采用 场 x> kar? | 
3.7.7 设 X 是 仿 射 空间 ，4, 5€ X, fE PLAX). 在 Xs 中 记 


k | 
] == > f, 其 中 vi f: € SX), 
在 Xs 中 同样 有 1 一 之 8 。 对 有 一 1 和 2 的 情形 ,具体 地 把 g 写 


RLM E= ab 的 函数 式 。 讨论 X 赋 有 仿 射 标 架 的 情形 ， 
3.7.8” 设 是 7 维 欧 氏 仿 射 空间 的 一 个 单 形 ; 2 表示 它 的 直径 ( 参 
见 0.3). 证 明 有 的 重心 重 分 的 所 有 单 形 的 直径 都 小 于 或 等 于 
nd . 
n + 1” 
由 此 推出 , 当 反 复 进行 重心 重 分 时 ,所 有 单 形 的 直径 趋向 于 零 . 
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3.1.9 给 出 下 一 3 时 的 3.3.2.1 的 一 般 式 。 
3.7.10 证 明 dimE = о 时 ,对 任何 的 有: 
"+0 


UTE P ame = ( ; 


3.75.11 直接 证 明 : 若 对 集 ac X, f:X —^W 属于 @,(X,; W ), 
Д fe PX W) VEX., 
3.7.12 i X Jes низ], f:X 一 及 EC 类 的 并 使 
(Ах) = 20 (х) хєх YER. 

证 明 了 的 导数 了 满足 Euler 恒等式 : f(x)(x)-— Xj(x) \УхєХ, 
在 了 是 C? 类 且 有 阶 齐 次 的 情形 下 , 写 出 并 证 明 类 似 的 关于 了 的 
阶 导数 的 公式 .由 此 推出 ,若是 C* 类 且 阶 齐 次 的 ， 则 一 定 
是 一 个 多 项 式 . 
3.7.13 一 个 三 角形 的 三 边 各 是 具有 相同 密度 的 均匀 细 杆 , 试 决定 
这 个 力学 构件 的 质心 。 说明 该 点 的 几何 作 图 法 . 
3.7.14 说明 一 个 四 边 形 (图 3.4.2.2) 所 代表 的 均匀 薄板 的 质心 的 
几何 作 图 法 . 
3.7.15 在 3.3.1 的 记号 下 ,证明 对 任 一 fe ZP(V;W), A 

Pv) DD™ XO F+ = + i). 


СС 


3716 2r—^ 30i zs Bip РК nass aP 之 2). 
对 i= 1,2,:-:, р, хы XR (хыны 的 质心 。 然 后 ,用 归纳 法 
对 所 有 的 不 m1 EXC (Ds 的 质心 хы. 证 明 每 个 序列 
(xuz)xeN 都 是 收敛 的 ; 若 极 限 为 mis 试 比较 这 些 m. 


dim? (E) = ( 
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第 4 章 射影 空间 


本 章 是 讲 射 影 空 间 的 。 先 有 一 段 引 言 (4.0)， 间 在 说 明 4.1 中 
何以 会 引进 一 个 看 似 突 泡 的 定义 ;后 一 节 中 还 有 不 少 例子 . 接 下 去 
的 两 节 4.2 和 4.3 都 很 长 ,其 中 描述 了 射影 空间 的 性 态 。 以 使 读者 
能 形成 一 个 比较 具体 的 概念 、 并 且 理 解 到 射影 空间 在 今天 所 起 的 
作用 ,已 经 比 它 当初 脱胎 而 米 的 纯 初 等 几何 大 得 多 了 。4.2 节 描 述 
了 自然 从 标 图 ;4.3 节 讲 了 有 限 维 的 实 或 复 的 射影 空间 以 及 它们 的 
拓扑 。 作 为 一 本 有 意 写 得 比较 初等 的 书 ， 我 们 仅 限 于 证 明 一 些 沿 
集 拓 扑 的 性 质 ; 但 对 这 些 射影 空间 的 代数 拒 扑 性 质 , 也 作 了 一 定 的 
. 叙 壕 。 根 据 这 些 提 示 , 也 许 再 借助 于 书 中 提 到 的 参考 文献 ,希望 读 
省 能 领会 到 现代 的 数学 中 引进 射影 空间 究竟 意义 何在 《尽管 自 这 
些 空间 诞生 以 来 ,关于 它们 的 讨论 的 重心 已 有 所 转移 )， 

接 王 去 的 几 节 ,又 回 到 经 典 的 内 容 , 因 而 讲 得 较 快 : 射影 空间 
”的 态 射 与 子 空间 以 及 它们 的 初等 性 质 。 最 后 一 节 《4.8) АЗР 
” 体 的 角度 作 了 讨论 。 
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下 面 从 用 个 方面 来 说 明 为 什么 要 引进 射影 几何 以 及 定 x 
4.1.1 何以 会 那么 突 无 地 给 出 . 
40.1 仿 射 几何 在 有 些 方面 是 不 够 完善 的 ; 特别 是 子 空间 的 交 有 
很 多 例外 情形 , 在 2.4.2.4, 2.4.9.2 和 2.4.9.4 各 节 都 可 以 看 到 这 个 
局 题 。 所 以 我 们 希望 有 一 种 几何 ,在 这 种 几何 里 ,两 个 子 空 间 的 交 
总 是 一 个 子 空间 , 而 且 2.4.9.2 中 关于 维 数 的 最 后 一 个 关系 式 总 是 
成 立 的 . 
4.0.2 历史 上 ，Desargues 领先 大 约 两 个 世纪 ,第 一 个 在 实 仿 射 平 
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点 ,使 这 族 直 线 在 射影 意义 下 相交 于 这 一 点 ,从 而 构造 出 射影 空间 
(图 4.0.2)，、 这 种 构造 是 第 五 章 的 讨论 内 容 ， 


4.0.3 在 几何 上 我 们 很 自然 地 会 对 经 过 一 个 定点 的 直线 的 集合 
或 者 等 价 地 说 ， 对 一 个 给 定 的 向 量 空间 E 中 一 维 向 量子 空间 的 集 
合 Gu。 发 生 兴 趣 ;这 种 集合 ,举例 来 说 ,在 研究 曲线 上 一 点 处 的 
切线 时 是 会 遇 到 的 ， 见 4.3.4。 我 们 在 4.1.1 中 将 给 出 的 射影 空间 
的 定义 恰恰 就 是 Gea 的 定义 . 

4.0.4 ”我 们 的 视野 不 是 平面 的 ， 而 是 以 眼睛 为 中 心 伸展 出 去 的 力 
锥 体 ， 因 此 ,应 该 知道 怎样 来 调整 从 两 个 不 同 的 中 心 点 (比如 说 是 
在 同一 平面 上 的 ) 出 发 的 两 个 视 象 之 间 的 关系 ;这 是 限 透 视 的 概念 
相关 的 ,也 涉及 航空 摄影 的 内 容 ,参见 第 4.7 节 . 

4.0.5 ”通过 (比如 说 ) 把 二 次 曲面 跟 二 次 形式 联系 起 来 我 们 可 以 
看 到 射影 几何 眼线 性 代数 之 间 的 有 趣 的 (在 历史 上 也 是 很 重要 的 ) 
对 照 (例如 可 参见 14.1); 除 此 之 外 ,实数 域 或 复数 域 上 的 射影 空间 
在 微分 几何 、 代 数 拓扑 (参见 配 边 理论 ) 中 ,当然 也 在 代数 几何 中 ， 
“起 着 根本 的 作用 。 它 们 的 好 处 之 一 在 于 ， 它 们 是 球面 以 外 最 简单 
的 紧 流 形 。 关于 这 方面 的 现代 的 参考 文献 举例 来 说 有 [GO], 
[HU], [B-H]. | 

4.0.6 ”射影 空间 很 自然 地 在 量子 力学 中 有 所 应用， 例如 可 参见 

[C-D-L], 第 219 ji. 
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411 定义 . 设 瑟 是 向 量 空间 . AER R: ay M BDLUS 
y = Ax МАЄК 所 作 的 商 空间 EN0)/R 称 为 由 也 导出 或 生出 
的 射影 空间 ， 记 为 РСЕ). 一 个 射影 空间 (简称 )， 就 是 指 一 个 
P(E). P(E) 的 维 数 定义 为 dim — 1. 规范 投影 是 六 :五 \ 0 一 
P(E). 
4.12 ЖЖ. & A218 53 中 我 们 要 涪 明 上 述 维 数 的 定义 是 合 
理 的 ; 这 个 定义 也 是 很 自然 的 ， 因 为 P(E) 作为 以 直线 为 元 素 的 
集合 ;要 减少 一 维 ， | | 
| 有些 读 者 也 许 会 不 喜欢 4.1.1 的 定义 。 因为 这 样 定义 射影 空 

间 ， 总 得 先 有 一 个 导出 它 的 向 量 空 间 ， 在 [815], АП138 页 可 以 
找到 射影 空间 的 另 一 种 定义 ， 也 许 会 比较 使 人 满意 ， 不 过 代价 是 太 
累 准 ;也 可 参见 4.8.3. 
| B Fi, PA 15 38 2 IRI BE — RE, 也 可 用 公理 化 体系 来 研究 身影 
空间 ;我 们 在 2.6.7 中 已 经 给 出 有 关 的 参考 文献 | 
4.1.3 fl n 
4.1.3.1 对 任 一 n> 1, $ PK) 一 кк“), Mer JR К 
йт 维 标准 射影 空间 . IEEE 

4.1.3.2 K = R 时 射影 空间 称 为 实 的 , K = C ISERIOS НО. 

4.1.3.3 射影 空间 为 0 维 时 ， MS EAS 为 LAE (相应 地 ， 2 
维 ) 时 , 称 为 一 条 射影 直线 (相应 地 ， 一 个 射影 平面 )。 | 

4.1.3.4 射影 空间 P(E) 与 Gr. (参见 1.2.5) 之 间 有 一 个 自 
然 的 双 射 ,必要 时 ,我 们 将 两 者 视 为 等 同 的 。 

4.1.3.5 ”根据 2.4.8.1 和 2.4.8.6, 向 量 空间 E 的 所 有 超 平面 与 
P(E*) 之 间 有 一 双 射 ， 这 里 Е* 是 EE 的 对 侦 空 间 ， 将 E 的 超 平面 
的 集合 记 为 #ёЄ (E)， 这 个 双 射 就 是 《以 后 有 需要 时 将 双方 视 为 
等 同 ) | 

eC (E) — P(E*), 
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4.1.36 W (X) 是 仿 射 空间 Xx 上 所 有 万 阶 多 项 式 所 成 的 
向 量 空 间 ( 参 见 3.3.5), 入 是 核 映射 
N:57,(X) — X 的 子 集 全 体 ， 
ECH fe P(X) ER fR OCX. 因为 对 所 有 的 Lek" 
有 UNO) = 广 :((0)， 我 们 就 得 到 一 个 因子 分 解 
SX)NO N | 
L X 的 子 集 全 体 。 
P(S2,(X)) N 
以 后 我 们 会 看 到 ,在 有 些 情 形 下 N 是 单 射 (参见 14.1.6); k = 2 时 
这 个 单 射 的 象 就 定义 为 式 的 二 次 曲面 。 现 在 ， 如 果 下 是 一 个 向 量 
空间 ， 我 们 注意 到 (参见 3.3.2) FAx) = W(x) Vf e PNV), 
就 很 自然 地 会 对 核 映射 GPR8(7) -> V 的 子 集 全 体 来 考 忠 下面 的 
交换 图 : 
£V) 0-— Y 的 子 集 全 体 
Р 
PP? СУ))—>РСУ) 的 子 集 全 体 ， | 
因为 每 个 f (0) 实际 上 是 了 中 的 一 个 锥 ， 在 第 14 和 15 章 里 还 
会 磁 到 上 面 的 两 个 图 . 
413.7 AKES k= ЖК 个 元 素 的 有 限 域 , P(E) EK E 


的 = 维 射影 空间 . 则 РСЕ) 一 L pos een 一 °з, їй 


每 条 直线 (除去 原点 后 ) 有 A 一 工 个 元 素 .例如 , Z, 上 每 条 射影 直 
线 有 三 个 点 ,每 个 平面 有 七 个 点 (参见 4.6.16). 


42 射影 空间 的 性 状 : 坐标 图 


4.2.1 ik P(E) 是 射影 空间 ; 若 坊 CE 是 一 个 超 平面 ,根据 2.2.5, 
我 们 可 以 说 ，En == Gg NGga = PCE)NPCH) 是 PCE) 的 一 个 子 
集 , 甚 至 几乎 就 是 P(E) 本 身 , 但 EQCPCE) 自然 是 一 个 仿 射 空 
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各; 换 句 话说 , 如 果 我 们 用 一 个 仿 射 空间 的 点 来 代表 PCE) 的 点 ， 
只 不 过 是 漏 掉 PCH) 的 点 而 已 ; 而 这 样 一 来 ,计算 也 好 , 取 标 架 也 
好 ,…, 都 要 方便 得 多 .我们 说 , 双 射 PCE)NPCH) — Ep 是 P(E) 
的 一 个 坐标 图 。 倘若 想得到 整个 PE), 就 得 以 所 有 的 坐标 图 域 
来 覆盖 PE); 假设 PCE) Ея Е, WR Hi(i = 0,- +, п) E 
中 2 十 1 个 超 平面 , 且 | | 

[ | H; = S, MW f) Ен = Ø, 


”从 而 РСЕ) = U (P(E)N (H) 就 是 所 有 坐标 图 域 的 并 集 ;这 


样 ， 我 们 就 用 仿 射 空间 覆盖 了 PCE)。 这 时 我 们 说 。 我 们 有 一 个 
PCE) ЮФ. 
4.2.2. ”不 过 ,要 让 图 集 真 的 有 用 ,还 得 知道 图 与 图 之 间 的 联系 ， 这 
就 是 说 ,要 计算 由 下 图 所 定义 的 喘 射 --- 一 : 

P(E)N(P(H;) UP CH;)) 


Eg;--—— En, 
(¿= j), Krhsisk---— 表示 这 个 映射 实际 上 仅 定 义 在 Ен, 的 一 
个 子 集 上 . 这 个 计算 留 在 4.2.4 中 去 做 ， | 
423 为 了 在 PCE) 中 进行 计算 ,假使 dimE < co， 一 个 更 简单 
的 想法 是 取 E 的 一 个 基 fein dE. 每 一 m& P(E) 都 可 
在 取 定 的 基 中 写 为 т == pr) = Р(хо 7°. £a), REBRE х= 
(xo, 31; ttt ,Xn). 称 (1o, 11, t^ JU 为 x 的 (关于 取 定 的 基 的 ) 
一 个 齐 次 坐标 组 。 所 以 称 为 “ 齐 次 ”, 是 因为 当 * 给 定时 ,所 有 这 样 
K*, 
4.24 我 们 取 定 互 的 一 个 基 leases, 使 对 超 平面 Hi 都 有 
Н; 一 xfr!(0), 并 把 前 述 两 种 观点 结合 起 来 进行 讨论 。P(E )NPCH;) 
的 点 就 是 齐 次 坐标 组 (xe. ccc. x.) 满足 x; v^ 0 的 那些 后 ; 
另 一 方面 ， 根 据 2.2.7, Ez; 同 构 于 EE 中 (平行 于 已 ) 的 仿 射 超 平面 
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x0) = Hi 十 e:， 于 是 我 们 可 以 在 O) 中 取 仿 射 标 架 
{ег} Uter + ер» 
这 样 , 就 得 到 一 个 双 射 ле: РСЕ)\Р(Н;) > K” 如下: 
4.2.4.1 
-m P(E)NP(H;) Э Р(хо, mb, cts) _ 
к> (®,...,®=, SERE K^, 


x X; Xi x; 


这 就 是 PCE) 的 一 个 坐标 图 的 具体 表达 式 , 其 中 各 项 都 在 标准 向 
量 空间 K^ 中 取 值 ， | s 


Г P(ENPORUPOI )- 


' R^ Kn А 
E! 


图 4.2.4.1. 


HÆ, mjor 立即 可 以 算出 了 ;首先 有 
4.2.4.2 | 
| л; (5, “ Us) > P(5, ttt, Dicis l, 9j, ***, 5); 
其 次 | | 
Pí(n, °° °, Vleis 1, L °*., Vn) 
£ 0; 1 U; Ui. U t, 
= [2-, a, "ы... ia ү, AL ... 22), 
Vij- Vj- Vj- Yia Vj—ı Uj i Uj i^ 
因此 
4.2.4.3 
zjom; : (Urt Vn) 


3 э 5 3 3 3 | 5 5 . 
7j 一 ! vja Vja Vj Vi- Vi- . Vj 
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其 中 mor 实际 上 只 定义 在 KesNz,(P(H;)) = vjh(0) E. 

4.25 例 ，E 一 Ki， 这 是 一 种 重要 的 情形 ,因为 Р(К?) = РК) 
是 最 简单 的 非 平 凡 的 射影 空间 ， 亦 即 天 上 的 标准 射影 直线 ， 我们 
当然 取 leo, ei] AK 的 规范 基 ，; 这 时 4. 2. 4.2 就 化 为 映射 

K* 5vI— 1/v€ K*. 
首先 我 们 可 以 说 ， 严 (K) 是 将 天 通过 s1—1/v 在 K* m 成 的 
WHS MRE; 如 果 读 者 能 看 出 这 就 是 K = C 时 黎 曼 球面 的 
一 种 定义 ， 那 就 不 会 感到 惊奇 了 、 这 种 情形 今后 还 会 多 次 遇 到 : 
4.3.6,10.8,16.3.9,20.6.. 其 次 ,我 们 可 以 说 ， 忆 (KRK) 是 点 p(1, 0) 
与 玉 的 并 集 ， 这 里 玉 已 通过 r:o pl, 1) KAE РСК); 
在 这 种 观点 下 ，P'(K) 就 显得 是 在 K 中 补充 上 无 穷 远 点 Р(1, 0) 
后 所 得 的 完备 化 集合 了 . 我 们 在 5.2.3 中 将 充分 地 从 这 种 观点 进 
行 讨论 . 
426 附注 。 В љол; 102400) 一 > 天 ”， 既 不 是 线性 的 也 不 是 
仿 射 的 ,但 它 是 尽 可 能 正则 的 隐身 ， 它 是 有 理 分 式 映 射 。 ЖК = R 
或 C, 我 们 看 到 这 些 英 射 甚至 是 C” 类 以 上 连续 的 (这 样 说 是 有 意 
义 的 ,因为 07.00) EK 中 一 个 开 集 ); ЖОК = С, х 
Cc” 类 的 ( 即 复 解 析 的 )， 因 而 我 们 看 到 ,在 有 限 维 的 实 或 复 的 射影 
空间 上 ,可 以 定义 拓扑 的 、 微 分 几何 的 或 复 解 析 几 何 的 许多 概念 。 
”或 者 ， 如 果 我 们 熟悉 流 形 的 语言 ， 就 可 以 说 : 这 些 射影 空间 都 是 
С° 类 或 C” 类 的 拓扑 流 形 。 当 K = C 时 ,有 限 维 复 射 影 空间 是 
代数 几何 中 自然 的 模型 。[TM1， 第 190—191 页 和 [DE8] 是 很 
有 趣 的 参考 文献 ， 
关于 可 定向 性 问题 , 见 4.9.4 和 [FL], 第 228 Bü. 
关于 拓扑 , 见 下 节 4.3. 
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甘 世 中 限于 讨论 有 限 维 实 或 复 的 射影 空间 ,| 
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Ж EJ R: C 上 的 有 限 维 向 量 空 间 ， 则 它 有 一 个 规范 拓扑 ， 
参见 2.7.1. 由 此 就 有 : | 
4.31 ЖХ. 射影 空间 P(E) 上 的 规范 拓扑 ,是 EN0 的 拓扑 在 
定义 P(E) 的 等 价 关系 中 下 的 商 拓 扑 。 我 们 对 PE) AAL 
个 拓扑. 
4.3.22 98. ЖЫЕН), USUS CA Wk, 2.2.5) 

Еһ — P(E)NP(H) 

是 Ен (参见 2.7.1.1) SG S SERIES P(E)N (H) 上 的 一 个 同 
B. 

HUM dr EL LXX TON ELS 4.2.4.2 中 的 xz:， 显 然 连续 ;由 商 拓 
THÉ PE ja RT AD 95 

mx: 了 (zi tt, Uns 1) 9 Qs ott. Va) 

也 是 连续 的 ， 

由 此 可 知 ， 对 РСЕ) Ki, РЕТ 4.3.1 ЈИЕ FE 的 
(参见 4.2.6). 
4.3.3 ”命题 。 空 间 РСЕ) 是 可 分 的 , 弧 连 通 的 ,并 且 是 紧 BS. 

4.3.3.1 几何 上 , 设 m,n 是 PCE) 中 不 同 的 两 点 ; 则 存在 E 
ВЕЗЕТ Н, {6 m,n € P(E)N (H). 由 于 4.3.2, 我 们 只 要 注意 到 
每 个 仿 射 空间 总 是 可 分 的 就 可 以 了 。 下 面 是 另 一 个 更 代数 化 的 证 
Bj. Ek PE 是 E 的 外 代数 AE 的 2 次 向 量 空 间 , 并 引进 映射 

о: (Е\0) X CEN0) 3 (x, y) >» *xAy € ME, ` 


ma 
n " | 


图 4.3.3. 
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XX BUR RYE SE ДЧ, ЧЭРВ ВЕНЫ; 它 的 核 er!(0) 正好 是 定义 
PCE) 的 等 价 关系 的 图 。 然而 a7(0) 作为 闭 集 在 连续 映射 下 的 
逆 象 ， 应 是 一 个 闭 集 , 因 此 商 集 P(E) = (Е\0)/% 是 分 离 的 。 如 
果 读 者 不 熟悉 外 代数 ， 也 可 换 一 种 说 法 ， 在 五 中 取 一 个 基 (e), 
按 坐 标 来 定义 о; | 
a(G. x), Cs o. 22) 
= (х,у; — ху, ^^ "^ » 4n—1Yn — х.У,-1) € Ке +з, 
4.3.3.2 为 了 证 明 后 两 个 结论 , 我 们 将 看 作 K (K = R 或 
C) 上 的 向 量 空间 ,并 赋予 五 欧 氏 向 量 空间 结构 ;然后 , 设 
S(E) = {x € E: llel] = 1) 
是 EE 中 单位 球面 由 于 p(x) 一 p(x/lxj) Мх Є ENO, 有 
p(S(E)) = P(E). 
我 们 知道 SE) 是 紧 的 (参见 18.2.1), 因 而 PE) 作为 可 分 空间 
一 定 是 紧 的 ; dimE 之 2 时 SCE) 是 弧 连通 的 ,因此 P(E) 也 
弧 连 通 ; 上 面 的 推论 是 将 dimE = 1 的 情形 排除 在 外 的 ， 然 而 实 
际 上 PE) 这 时 只 含 一 点 。 另 外 ， 我 们 也 可 以 象 前 面 证 明 可 分 性 
了 时 那样 来 进行 证 明 . 
4.3.3.3” 注 。 上 述 证 明 还 说 明了 P(E) HETRE su) 关 
于 等 价 关 系 x%y:y kx 的 商 拓扑 空间 . 


SE) < E ` 0 
, P 


E) 


图 4.3.4. 
43.4 Б. В Р(Х) E 55 ELSE ИЗ RD x rh SEA a 的 直线 
的 集合 等 则 的 ， 从 4.3.3 我 们 就 看 到 , 若 C 是 经 过 a 的 一 条 连续 曲 
线 、 则 和 中 连接 2 与 C 上 不 同 于 a 的 点 的 直线 的 集合 至 少 含有 一 
个 极限 元 ;把 它 定义 成 C 在 a 处 的 切线 ,是 很 自然 的 . 
105, 


4.3.5 Ш. 我 们 可 以 在 比 K = R 或 C 更 一 般 的 情形 来 定义 
射影 空间 PCE) 上 的 拓扑 ,譬如 说 , 当 玉 是 一 个 局 部 紧 域 的 情形 ， 
在 这 种 情形 ，4.3.3 DARL. 
4.3.6 命题。 空间 Р(К) ЕТЕТ S, 空间 P(C) [EI ES T XR 
面 5. 
4.3.6.1 将 R: 等 同 于 C, 设 5 = s(R2) = 5(С); 就 有 
P(R) = p(S'). ` 
S с 
? | “и 
P(R) 2 


Ж ос:# Эв! > ЄЎ, CHS 上 的 复数 z ЮВ х 的 平方 ， 由 于 
|z] = 1， 映 射 后 模 仍 为 1。 由 于 p(—z) = РС), (—z) = =, 
这 就 是 说 < 可 以 推 衍 到 商 空 间 ,从 而 有 c:P(R) >S, EDE E 
续 的 。 但 < 是 双 射 而 5 是 紧 空 间 ( 参 见 4.3.3), 因 此 < 0 ( 参 
MARAI AERAR). 
4.3.62 X C 等同 于 R', 并 赋予 к ялан, ВП 
П, 27| == |е + [ZË МС, z) С = 
我 们 引进 球面 5 = S(R*) = S(C?) 和 球面 S = SOR. 这 里 
R&T C x R= R. JR 4.3.3.2 中 一 样 : 
PCS) = P(C) = Р(С?), 
171519 — ЊН ЕН:5 一 5°, 定义 为 : 
4.3.6.3 ЕН((2, 2')) = (2zz', |а|? — Iz) 
(只 须 验 证 |222 P + Cla? — Iz | — 1 V(z,z') € 5). 然而 
m, m ES fg p(m)— p(m') 当 且 仅 当 有 46 C {Em = Ат (№ 
而 121 = Dika. 但 jal = 1 时 
FH((Az, A2/)) = FH((z; z')), 
因而 FH uides, НЕ У Т FH:P(C)— 5, W Ж 
连续 ,容易 看 出 它 是 双 射 。 由 于 РСС) ЖЖ, FH 就 是 我 们 
Вт zs же НУ IRE. 
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43.7 Wik. HM FH:S'— S: 在 几何 中 是 很 基本 的 , 称 为 Hopf 
纤维 化 。 每 点 (€ 8 的 逆 象 FHCG) BIETER S, XR 
4.3.6.2 的 推论 并 且 在 1.2.9 中 已 提 到 过 . S 中 的 所 有 这 些 圆周 , 形 
成 一 个 与 Clifford 平行 相应 的 结构 ， 我 们 在 18.8 中 将 用 很 多 篇 
幅 讨论 这 种 平行 性 。 另 一 方面 ，FE:9 -8 以 及 它 的 各 种 推广 ， 
实质 上 都 是 代数 拓扑 的 内 容 ， 例 如 可 参见 [GG], 第 151 页 ， 
[H-W], # 387 m, [HU], 第 14 €, 

43.8 ”关于 4.3.6.3 的 背景 的 解释 . 沿用 4.2.5 和 5.2.3 的 记 法 ， 记 
Р(С) = C U co, Km оо 是 点 p(1, 0), C 是 Р(х, 1) 的 集合 . 

我 们 猜想 CUco =RU, В С 中 加 入 无 穷 远 点 所 得 的 一 点 紧 
化 空间 , 是 同 胚 于 S? 的 。 具 体 证 实 
这 一 结论 ， 要 用 到 球 极 射影 ( 详 见 
18.1.4): 通常 记 SCR = C x R, 


4.3.8.1 
| 2 
C 3z | 一 > (2 S. 


ШЕ) села 


但 在 齐 次 坐标 (参见 4.23 和 425) 中 有 
х = р (= ) = plu, °), 


于 是 可 令 а = u/v; 若 在 上 面 公式 中 以 «fv Rez, 同时 注意 到 对 
(u,v) ES 有 lut lv 一 1， 我 们 就 恰好 得 出 4.3.6.3. 

4.3.9 2z 宇 2 时 PAR) 和 P(C) 在 拓扑 上 是 走样 的 ,这 是 个 更 
困难 的 问题 ， 属 于 代数 拓扑 的 研究 范围 。 我 们 仅 限于 讨论 一 些 特 
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殊 的 情形 并 给 出 参考 文献 。 . 

4.3.9.1 ”我们 要 看 的 第 一 种 情形 是 POR); 然而 ,因为 PR 
不 可 定向 (参见 4.9.4 和 4.9.5); 我 休 知 道 (参见 [GG], 第 179 页 ) 
它 不 能 无 奇 性 地 嵌入 Rs: ЕЗ HUE. BE, 不 能 指望 在 我 们 的 视 
кае Bg Re 中 Вар PR) ^; - 

"dE LH- C], 38 315 — 319 t, RATM A ЖШ 43.91 和 
4.3.9.2 所 表示 的 PCR). dE Re AA A ERDIKA RARA 
В 4.3.9.2 称 为 Boy 曲面 “ 


图 4.3.9. 4.3.9:7. — 
Hilbert-(D.) 和 Cohn-Vossen (S.), < 直观 几何 > Chelsea И Жут 


PR) 可 以 很 漂亮 地 无 奇 性 地 嵌入 К, B Véronése. 曲面 
它 是 通过 映射 
R> (z, 9,2) (P, y^, 2? N 1 yz, Eu. м 2 xy) € Rš 
gys Же ЖИЗ,» X 4" CANT Е 5 上 的 限制 在 R 的 (5 维 ) 仿 射 超 平面 


L и: 一 1 中 取 值 ， FER UHR, 得 到 一 个 单身 P(R) — R°; 


因此 它 是 到 象 集 上 的 一 个 同 胚 . 
жанар РК) GRE Möbius 带 , 这 个 带 的 
同 凸 于 圆 届 的 边缘 曲线 [， 是 等 同 于 一 点 的 ;或 者 不 如 说 ， iind 
А-ДЫ ИЗД Т” 粘 合 在 一 起 的 , ЩИ 4.3.9.5. „ор 
4392 ， 射影 空间 PCR) АРЕКЕ ER A 
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8.9.3, | | 
4.3.9.3 P'(R) 不 是 单 连通 的 、 其 实 它们 的 基本 群 同 构 于 
Z, Vn > 2, 因 为 4.3.3.3 证 明了 P:S 一 PCR) 是 一 个 二 时 覆盖 ; 
而 S" 是 单 连通 的 ,参见 18.2.2. 有 时 就 这 样 把 PR) 看 作 S 3X 
于 对 径 映 射 ( 即 Кен 中 的 上 映射 r> 一 + 在 S" 上 的 限制 ) 的 商 
空间 ， 这 是 很 方便 的 ; 我 们 以 后 还 会 讨论 这 一 点 ， 特 别 是 在 19.1 
rh. 但 上 面 的 结论 已 经 说 明了 POR) 在 > 2 时 是 不 会 同 胚 于 
s” HJ. | 

4.3.9.4 P'(C) 总 是 单 连通 的 。 4# 28 PC) RARE 
T S”。 得 出 这 个 结论 ,要 用 到 代数 拓扑 中 关于 PC) 和 PR) 
的 一 些 熟 知 的 内 容 ， 胞 腔 剖 分 ，Betti 数 ,上 同调 环 ; 例如 可 参见 
[GG], 3890 тд, [SR], 88 264—265 页 ， 

P(R) # Z, 上 的 上 同调 环 和 PR) 在 Z 上 的 上 同调 环 的 
结构 ,都 是 特别 简单 的 。 这 种 上 同调 环 是 由 一 个 元 素 生 成 的 ,这 元 
KE PR) 的 情形 是 1 阶 的 ,在 P"(C) 的 情形 是 2 ИКО, 
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п 维 向 量 空间 的 标 架 是 n 个 点 组 成 的 基 ，? 维 仿 射 空 间 的 标 
架 是 # 十 1 个 点 组 成 的 仿 射 标 架 ;我 们 下 面 会 看 到 , z 维 射影 空间 
的 标 架 要 用 » 十 2 个 点 。 一 个 理由 是 : 在 4.2.3 的 记号 下 ，P(E) 
的 7 十 1 个 点 m == Pe) (2 = 0, 1,---, п) 不 能 确定 齐 次 坐 
标 ,因为 任何 uellu € K*) 会 有 同一 投影 m = Р(2;е); 因此 没 
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有 任何 理由 认为 一 定 是 相等 的 。 但 添加 第 (z 2) 个 点 后 ,这 
一 结论 就 得 到 保证 了 . 
4.4.1 定义 . 设 Р(Е) S n AEN EZB. PE) rh n + 2 TAR 
系统 {m Yizo пз 称 为 PCE) КОЯ лян, 如 果 存 在 五 的 一 个 
基 {ес оа 使 得 m; = р(е;) Wi 1, seent Hu mo = 
Plet … + esa). ЕЖУ ЕВ, ERRIME. 

最 后 的 条 件 表 明 ,在 取 定 的 基 所 禄 应 的 齐 次 坐标 系 中 ， 扣 mo 
的 齐 次 坐标 为 《1,…，1). 一 个 对 以 后 的 内 容 来 说 很 基本 的 、 虽 然 
也 是 很 初等 的 结论 是 : | 
4.4.2 引 理 . iZ m; PCE) 的 射影 标 架 ; 则 满足 定义 4.4.1 EK 
的 两 个 基 (e. {е} 一 定 是 成 比例 的 ,名 aac K*, 使 

-e= ke; Vic l, e,n tl, 


图 4.4.2. 


证 明 可 以 几何 地 由 图 4.4.2 和 Thales. 定理 (参见 2.5.1) 得 出 ， 
如 果 喜 欢 计算 , 那么 我 们 有 Ple) = ple) Vi= l,- entl, 
因此 存在 ЄК 使 
| e; Ae; Vicd1,-:,nd1. —— 
[B р(е t d esa) = PÉ + b esu), Ik 8 4 EKE 
eb eu =А(а + c des) = Le + ctt Asta 
因此 ,由 于 (ej 是 基 , 可 知 2 一 V;i= 1,:-:, 5 + 1, 
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443 Ш, P(E) 中 取 定 标 架 后 ,就 连带 决定 了 齐 次 坐标 ,因为 , 
确切 地 说 选取 一 个 适当 的 基 仅 与 位 似 比 率 有 关 . 点 m EP(E) 的 
齐 次 坐标 (xi, ``", Xs44) XR m 22 BDIBUEPRIRHU ESSA. 


45 射影 映射 


451 JE E, E' 是 两 个 向 量 空间 , je L(E; E”); WIRZ # f(x) 一 
М0) УхєЕ, Б} f 跟 定义 P(E) 和 PE) 的 两 个 等 价 关系 
TRAW. 不 过 有 一 点 颇 伤 脑筋 。 象 集 IEN) 一 般 并 不 含 于 
E^\0 中 ， 因 而 我 们 只 能 定义 一 个 映射 PCE)NPCI(0)) — PC), 
但 按 习惯 我 们 仍 写 成 P(E) — P(F)， 并 讨论 下 面 的 几 种 映射 。 
45.2 EX. Vk PCE), PEN 是 两 个 射影 空间 。 映 碳 
| ~ g:P(E) >P(E’) — 
称 为 一 个 态 射 或 射影 映射 ， 如 果 存 在 fe L(E; E"), 使 得 8 是 由 
f 经 过 向 商 空间 的 推 衍 得 到 的 。 gop 一 pof， 从 而 实际 上 z 就 是 
一 个 映射 | 
| P(E)NP(f':(0)) — PCF). 
态 射 的 集合 记 为 MPE); P(E')); 5 F 相关 的 8 记 为 f。 如果 
f 是 向 量 空间 的 同 构 ,就 称 g 一 一 ! 是 同 构 或 射影 变换 ; 射影 变换 是 
SUERA P(E) — P(E’); 射影 变换 全 体 记 为 Tsom(P(E); 
P(E')). 
ENS (Q)— ENG 
p P 
P(EYNP(-(0)) —- PCE' ) 

4.5.3 ”问题 。 首要 的 问题 是 讨论 对 应 关系 f> f; 结论 是 : 对 
f, Pe L(E; Е), A | 
4.5.4 f= f —>326€ K*:f' = 2f. 

首先 我 们 注意 到 ,给 定 g — f 后 , 核 ro) 就 决定 了 . 其 次 ， 
Ж х, у 是 线性 无 关 的 , 且 都 不 在 коо) rm, 则 foo 和 fO» 也 

иге 


гар T cile CAM rs ccena pa coo А ` ` 
ea i et СА Ë 


线性 无 关 且 f(p(x)) = fO GO) (对 * 十 ?和 ?也 一 样 ) 表现 为 
存在 数量 iG, Аб), e t y) 使 
f (x) = АС) GO, | Су) == 162f62, 
Р(х т y) = ¿(x + y)fCx + y). 
由 于 f(x) 和 f(y) 是 无 关 的 ,就 推出 AG = AQ) = А(х + y). 
当 x 和 y 越 来 越 靠近 时 ,我 们 就 得 到 一 个 1 使 f = А. 
性 质 4.5.4 可 通过 下 面 的 双 射 反映 出 来 : 
4.5.5 M*(P(E); P(E) = P(L(E; Е')), u 
d M°(P(E); PCE')) 表示 М(Р(Е); Р(Е')) 中 除去 E 到 EE 
中 的 零 映 射 所 相关 的 平凡 射影 映射 后 的 集合 ， 这 个 零 映 射 是 唯一 
在 PCE) 中 处 处 无 定义 的 映射 ! 
4.5.6 iX. 4.5.4 中 在 证 明 充 分 性 时 实质 上 用 到 了 基 域 的 可 交换 
性 ;因为 ,在 不 可 交换 体 的 情形 , 当 fe L(E; E) 时 , 映射 村 一 般 
不 再 是 线性 的 . 
45.7 Æ [€ L(E; E), FELCE; E”), ER 4.5.1] BRE, MA 
fof = fof, 
45.8 {E-K 上 的 ” 维 射影 空间 同 构 于 PK). H k, ink 
加 上 连续 性 的 条 件 ， 就 说 明了 在 4.3 节 中 为 什么 只 讨论 PR) 和 
Р"(С). 
|. EB 4.5.5 Ж 4.5.7 8: 
45.9 命题。 射影 变换 P(E) -> P(E’) 关于 合成 运算 构成 群 , 记 
为 GP(E) 或 PGL(E), 称 为 E 的 射影 群 。 我 们 有 和 群 同 构 
GP( E) = GL(E)/K*Idk. 
4.5.10 ”命题 (射影 几何 第 一 基本 定理 ). 设 P(E), P(E') 是 两 个 
维 数 相同 的 有 限 维 射影 空间 ， (m, (m 分 别 是 PE), P(E') 
的 射影 标 架 , 则 唯一 地 存在 射影 变换 g:P(E) 一 P(E') 使 
m; = g(m;) Wi. 

设 (eh fe) 分别 是 4.4.1 中 所 说 的 跟 {ту}, (mi) JE XE 
的 基 。 定 义 fe Isom(E; E") 为 ei = Ке) Wi, WJ f= z 就 是 
”所 需 的 射影 变换 。 若 gg 都 满足 命题 , 则 仿 射 变换 
6112 


E P(E) > P(E) 
在 每 点 使 标 架 tj 不 变 ， 因此 根据 引 理 4. 4.2, МАЯА Ы 
XJ АЕ. 

4.5.101 附注 ,对 不 可 交换 体 的 情形 ,上 述 结 论 不 成 立 :4.9.8. 
4.5.11 ЖҰ. 8t GP(E) 是 Р(Е) 上 的 可 迁 群 ,并 且 是 P(E) 的 
标 架 集合 上 的 单 可 迁 群 . 

4.5.12 4.5.10 这 么 一 个 很 容易 的 命题 却 冠 以 “射影 几何 第 一 基本 
定理 ”的 名 称 ,在 你 要 从 射影 空间 的 公理 出 发 通过 宛 长 的 演绎 来 证 
明 它 时 ,就 会 明白 其 中 原因 了 ,例如 可 参见 [У-Ү] 91%, A 55 
页 . 

4.5.13 射影 映射 的 具体 运算 . 设 "a {е5} 分 别 是 2 E, E' 的 
i, f€ L(E; Е), МО) = Cau) 是 了 关于 这 两 个 基 的 和 矩阵。 
对 于 P(E) 和 PEN) 中 眼 这 两 个 基 相 关连 的 齐 次 坐标 〈 参 见 
4.2.3), 8 


I Ca, tts Xnt1) ) = (>; аці»? ° X nano 
我 们 对 P(E) 和 PCE’) 采用 限 取 定 的 基 相应 的 坐标 图 ， 并 在 运 
算 中 不 计 等 式 两 端 相 差 一 个 数量 的 差别 . 例如， 可 采用 坐标 图 
za+1 Pmp (f == dim(P( E)), m = dim(P(E'))); H 4.2.4.1 和 
4.2.4.2 可 推出 7, 40 f 054a 29: | 
> 4:0; T suni 


. 1 
(21, ` 5 vn) | > э 
>; Apri Yi T Adprintl 
i 


> ари: T ар, 
; 


L ts ER о о о ооо 3 
> 0p41 十 @р+ї,з+ї 


и 它 只 定义 在 > Apti + аът, п+1 天 0 Ж. 


4.5.14 特殊 情形 n=m=1, 取 К? 的 规范 基 (参见 42,5), Ж 
W f€ GP(K2), PD fe GL(K2) 的 情形 ; 设 
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MO -(* ^). 
我 们 看 出 mofox7! 就 是 | 
Е | оэ 29 + 6 v -£, 
cu + d c 
ir РК) 上 就 有 : С, 
| у, .fae-- b 5, . 4 | 
(Gne El) (= m), 
对 P'(K) оне 7,, 73 的 所 有 可 能 的 组 合 都 相仿 地 进行 
考察 ， ЧА Гюн: 
4.5.15 


(v, D e» (et ) = væ —© 时 


< 关 0 (4. >а, 0) 
dao (4. 1) 


as + b 

o 0 C^ 1) 
(1, 0) t (1, 0). 
我 们 注意 到 , K = R zm CH 

一 一 jim äv А im 420 5 

с оэеси d — v—arco + d 
这 样 就 证 实 了 4.2.5 末尾 的 结论 , 即 Р(0, 1) 的 作用 相当 于 со, 在 
5.2.5 中 我 们 还 将 详细 地 讨论 这 个 问题 . 
4.5.16 ”射影 变换 的 构造 ， 仍 假定 PCE) 是 有 限 维 的 ， 鉴 于 4.5.4， 
我 们 在 “不 计数 量 差别 ”的 前 提 下 来 讨论 f€ GL(E) 的 构造 。 至 
少 在 K 是 代数 闭 域 的 情形 下 ， 我 们 可 以 通过 Jordan 分 解 得 出 
GL(E) 中 元 素 的 几何 构造 ; 然后 就 不 难 转 到 P(E) EX. 对 这 
一 问题 , 我 们 不 作 详 细 讨 论 ; 有 兴趣 的 读者 可 以 在 [FL] 的 附录 
1 中 看 到 用 现代 语言 作 的 蚀 述 ， 如 采 把 它 跟 不 明显 用 到 线性 代数 


би 


“з 


的 古典 论述 (例如 [V-Y], 第 I 卷 ) 对 照 起 来 看 ,是 很 有 意思 的 . 
我 们 仅仅 在 第 6 章 中 对 工 维 的 情形 作 详 细 的 讨论 ; 此 外 我 们 
给 出 下 面 的 几 个 结果 . 
4.5.17 命题 。 设 g —[€GP(E), meP(E), Wm FE. g 的 不 动 
点 ( 即 m == g(m)) 的 充 要 条 件 是 p (m) 是 f 的 特征 直线 . 
这 个 命题 的 意义 在 于 : 为 了 在 PCE) 中 讨论 f, 首先 要 在 EE 
中 考虑 的 是 f 的 特征 子 空间 ,而 不 是 它们 的 特征 值 (但 这 些 特征 值 
本 身 也 是 很 有 意思 的 ,多 2л 6.6.3). | 
45.18 ЖФ. # K= ， 则 每 个 射影 变换 至 少 有 一 个 不 动 点 . | 
当天 一 R R. ED) 是 偶数 时 ， 结论 仍 成 立 。 
例如 ， 当 fe GL(E) 的 特征 值 都 不 相同 时 , T ló # + M 
不 同 的 不 动 点 (s == dim(PCE)), 老 的 世上 称 它们 为 “重点 
是 由 4.4.2 直接 可 知 的 . 
4.5.19 GPCE) "xe. # je GLCE) 是 对 合 的 ， m. 
| | Р = fof = Idz, u 
则 了 也 是 对 合 的 ;在 6.4.6 中 我 们 还 会 看 到 在 这 种 情形 下 f 的 一 个 
绝妙 的 几何 结构 。 Ж ge GP(E) Rod em, g 一 Ido, RINE 
ЖЗ, g 不 一 定 在 前 述 意 义 下 对 合 ,例如 , 当 B 


Е 一 Ё?, МСР = ( | a) 时 ,我 们 有 [= Idetaos bos 


而 Р = 一 Idr:。 确 团 地 说 , Ж P = Тару, WAA Р = 1Ids， 这 
里 лєк"; 车 K 是 代数 闭 域 , 则 可 写 1 и, Ите = 1—7), ^ 
这 里 (ит)? = Ide. 
45.20 GP(E) 的 拓扑 . Ж К = В = C, E 是 有 限 维 的 ， 则 射 
影 群 ОР(Е) 容 有 一 个 规范 拓扑 , 即 GPCE) = GL(E)/K*Ids 的 
商 拓 扑 (参见 2.7.1)。GP(E) 的 连通 性 与 PCE) 的 可 定向 性 有 关 ; 
对 此 ,可 见 4.9.4 和 4.9.5, 9, [FL], 第 228—230 页 。 
4.5.21 WER. 由 同 构 P(E) -> PCE*) 可 导出 很 多 几何 结 
果 ; 在 14.5, 14.8.12 中 我 们 会 很 自然 地 磁 到 它们 ;也 可 参见 EFL); 
MOS NHEC ， na 
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46 7 = [н] 


ЖЕЖ F C E 是 一 个 向 量子 空间 ，F = (0), W)F X 

4.1.1 的 等 价 关 系 R EWER, DA ДЕ РСЕ) 等 同 于 
Р(Е)СР(Е); 

特别 是 ,内 射 i:F E Si ie М(Р(Е); Р(Е)), s:P( F) — Р(Е) 
是 自然 内 射 . 
4.6.1 定义 ,射影 空间 PCE) BUT SEV Fk 为 子 空间 ,或 射影 子 空 
间 ， 如 果 存 在 互 的 一 个 向 量子 空间 F, fü P(F) = У. 我们 赋予 
PCF) 自然 的 射影 空间 结构 。 dimy 一 dimF — 1 称 为 子 空间 V 
的 维 数 . 

4.6.1.1 于 是 我 们 看 到 、 在 PCE) 的 射影 子 空间 的 全 体 与 EE 
的 向 量子 空间 全 体 之 疗 , 有 一 个 双 射 。 
4.6.2 一 1 维 子 空间 是 空 集 。 0 维 子 空间 是 P(E) 的 点 ; 1 维 ( 相 
应 地 , 2 Ж) 子 空间 称 为 РСЕ) 的 直线 (相应 地 ,平面 )。 由 EE 的 向 
量 超 平面 得 出 的 P(E) 的 射影 子 空间 也 称 为 PCE) 的 (射影 ) 超 平 
面 ; 超 平面 全 体 记 为 ФЕ (P(E))， 于 是 有 双 射 (参见 4.1.3.5);: 
4.6.3 ZÆ (P(E)) = ФЕ (E) e P(E*), 


4.6.4 iX (Vile 是 射影 空间 的 任意 一 族 子 空间 , 则 ІА! и, 仍 是 


一 个 子 空间 。 电 此 推出 ( 跟 2.4.2.5 中 一 样 ): 
4.6.5 ФЕ. 设 是 一 个 射影 空间 的 任 一 子 集 ; 包含 5 的 最 小 子 
空间 称 为 由 S 生成 的 于 空间 ， 记 为 《32; 它 等 于 所 有 包含 5 的 于 
. 空间 的 交 . 
46.6 ЖУ. 一 个 射影 空间 中 的 点 m = 1,---,‚ k + 1) 称 为 
ENDRA EER, ШЖ 

dim( (Cm, •, met?) = K. 
4.6.7 例 . 一 点 总 是 无 关 的 ;两 点 无 关 的 充 要 条 件 是 它们 不 相同 ， 
这 时 它们 定义 了 唯一 的 一 条 直线 。 三 个 点 а, b, c 无 关 的 充 要 条 
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£r X& A 1878 [e s Tfi EL AE АЛЛЕ ЕУ W КАНОН Ж Ei 
аЬ, с), bec a); cla, b); — 
这 时 它们 定义 了 唯一 的 一 个 平面 《a, b,c)， 这 样 ,我 们 看 到 ， 经 
过 不 同 的 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ,对 三 点 也 有 类 似 的 结论 ;这 些 都 
是 建立 射影 空间 公理 体系 时 开 宗 < 明 义 的 公理 。 参 见 [V- UY) я 
卷 , 第 95 页 . 
46.8 命题 . 点 mi(i 1, ktl) ERORAR 
m; É (m,,- yrhi та) Vim H---; k + 1, 
其 中 表示 抽 去 小 由 下 的 这 个 元 素 ， 若 空 间 是 n Ж, 
{этз;};=ол „яза 
——— n 十 1 个 点 {m ы EER М0, 1, 
n + 1, 
第 一 个 结论 只 不 过 是 把 线性 代数 中 一 个 本 知 的 性 质 用 射影 几 

Шили ЖЖ у. 为 证 第 二 个 结论 ,我 们 取 e; Е 使 | 
| O Ple) = m, G = 0, 1,- ..., n +1); 

由 于 Umi i—1,,241 是 无 关 的 ， {еа n BUE ERJ— TE. * 


e = > enl L, 0 = 1,5-0 H уа {ту} G= 


1, "7 十 1). 是 无 六 的 , 因此 еле © 弛 十 站 是 互 的 一 个 基 ， :这 
个 基 满 足 4.4.1. 
4.6.9 ”推论 . D, D' 是 两 条 射影 直线 ， b.c) EDERA O 
的 三 点 ，{e Р, су dED' 上 不 同 的 三 ZM, 则 有 县 仅 有 一 个 射影 
变换 f:D— D' 使 得 
(а) = а, КР) = b, Кес) = с. К | 
жзг, келел Т (esb e) EDONA T 
(a', b, с RE D' 的 射影 标 架 ;因此 用 4.5.10 即 得 结论 ， 
4.6.10 射影 几何 的 公理 体系 还 包括 关于 了 空间 的 交 的 公理 5 现在 
我 们 可 从 4.6.1.1 和 经 典 的 线性 代数 关系 式 | 
dim(F + G) + dim(F NG) = dimF + dimG 
得 出 ; 
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4.6.11 Ф. UE V, W 是 同一 个 射影 空间 的 两 个 子 空间 ; 则 有 有 
dim( (V UW >) + dim(V NW ) = dimV + діти, 

4.6.12 Eit. | 

. 0) € dimV + dimW > dim(P(E)), fi] Vw »" ges 

(ú) Ж dim(P(E)) = п, Й] PCE)BS 7 个 超 平面 至 少 有 一 一 个 
公共 点 ; | 

(ii) RH E-A, 一 扩 m & H; 则 经 过 mw 的 每 夭 直 线 
DHH3THIXGET—AS ` 

(iv) 一 个 射影 平面 上 两 条 不 同 的 直线 交 于 且 仅 交 于 一 №. 
4.6.13 ”这 些 推导 显示 了 射影 几何 比 仿 射 几 何 优越 之 处 : 射影 
子 空间 无 例外 地 具有 相交 性 质 ， 而 不 存在 平行 的 情况 (参见 
2.4.9). 

在 第 19 章 中 我 们 会 磁 到 一 种 几何 ， 其 中 有 几 种 平行 , Д Uu 
19.3.2, 
4.6.14 5-95 [8]771=. 子 空间 上 的 计算 问题 已 由 2481 Яп SL 
所 解决 . 
46.15 за БЖҒ. 这 节 中 K —R 或 C， 并 考虑 有 限 维 的 
射影 空间 ; 我 们 赋予 这 些 空间 4.3.1 中 所 说 的 拓扑 、 一 个 向 量子 
空间 FC E, F = Е, WZA ENF 是 在 互 中 处 处 稠密 的 ， 由 
此 可 推出 在 PE) 中 ， 一 个 子 空间 РСЕ) 的 补 空间 PCE)VÉCF) 
是 在 P(E) 中 处 处 稠密 的 ; 这 也 就 说 明了 4.5.14。 这 一 性 质 类 似 
于 2.7.1.2; 而 且 ， 任 一 子 空间 都 是 P(E) RU P f S. 相反 地 ， 
2.7.3.2 却 不 成 立 了 : 对 P(E) 的 任 一 超 平面 P(H), 空间 P(E)N 
P(H) HEIER; 要 看 出 这 一 点 ， 只 要 注意 到 CAU 4.3.3.1) 
PCE)NHORIBET FBA 空间 ,或 者 直接 作出 连接 PCE)NPCH) 
中 两 点 的 弧 : 图 4.6.15. 
4.6.16 ERRIME. £ РСЕ) 是 在 具有 大 个 元 素 的 有 限 域 上 
的 有 限 维 射影 空间 ， 它 的 直线 和 子 空间 形成 各 种 有 趣 的 结构 。 例 
如 ， 在 每 条 直线 上 有 相同 个 数 的 点 ， 经 过 每 点 有 相同 条 数 的 直 
8:06 k=2 (K = Z,) 而 РСЕ) 是 一 个 平面 ， 图 4.6.16 中 的 七 
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4.6.15. E] 4.6.16. 
个 点 就 表示 了 这 个 情况 ,P(E) 中 的 七 条 直线 就 是 图 中 画 出 的 六 条 
直线 和 那个 圆周 .。 关于 射影 几何 结构 问题 的 详细 讨论 ， 可 参见 
[H-C], $ 94—143 页 , 书 中 附 有 插图 ， 论 述 也 是 初等 的 . :另外 ， 
[DI] 一 书 是 较 新 的 文献 。 也 可 参见 4.9.11, mE 


47 透视 ,航空 摄影 


4.7.1 i$ H, H' 是 一 个 射影 空间 PCE) 的 两 个 超 平面 ,和 是 PCE) 

rH Ek — J + H +B Е J HAI — JA; 根据 4.6.7 和 4.6.12, € 

x€ H, WjfrZEME—HUHZR (т, х), Y5 H 总 有 唯一 的 交点 - 
| gl) = НП (т, х)), ` . 

这 样 就 有 了 一 个 映射 z:H — Н". 

4.7.2 命题。 我 们 有 £€Iom(H; Н”), 


ir 
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Ш И, И ЕВЗ НИН H = Р(Р), H 一 p(V'); 我 们 
EUR fe L(P; V, 使 1 一 g (参见 4.5.2), Am V 上 的 线性 庙 
影 是 平行 于 向 量 直线 p-!(m) 的 ( 亦 即 有 直 和 Е =p (mV), 
限制 在 上 就 是 我 们 所 考虑 的 映射 了 . 

制 在 所 和 H 的 局 部 范围 来 看 ,这 情形 是 限 我 们 把 两 个 平面 置 干 我 
们 的 视野 中 的 情形 相应 的 ,也 是 眼 拍 摄 一 片 平 地 的 情形 相应 的 ,五 
是 要 拍摄 的 平面 部 分 。 妨 ' 就 是 底片 ， 如 果 我 们 要 用 航空 摄影 来 制 
作 一 块 假定 是 平坦 的 地 面 的 地 图 , 龙 其 是 当 每 张 底片 都 太 小 ,不 能 
摄 进 整 块 地 面 ;而 必须 把 它们 拼接 起 来 的 时 候 , 就 应 该 知道 怎样 来 
调整 底片 ,这 是 应 用 透视 的 室内 作业 ;而 且 还 应 该 知道 怎样 把 公共 
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部 分 完整 地 量 失 起来。 而 两 张 底片 上 反映 所 摄 地 面 同一 区 域 的 两 ， 
部 分 之 间 的 对 应 ,是 一 个 由 两 种 摄影 透视 所 合成 的 射影 变换 .命题 
4.5.10 证 明 只 要 能 把 四 点 友 合 起 来 ,底片 的 迭 合 就 大 功 告 成 了 。 — 


ED Don n ACTU [o 


ER S жаз лы 
Я T UU iN 


EHE T 000 


BE] 4.7.3.3. 
ATA ”作为 实用 的 练习 ,读者 可 以 在 4.7.3.3 ЖП 47.3.4 两 张 照片 上 
各 找 四 点 ,并 在 一 张 纸 上 画 出 它们 和 迭 合 而 得 的 格局 ,验证 它们 并 非 
通过 仿 射 变换 得 到 的 . 

4.5 ”航空 摄影 与 地 图 绘制 ,现在 要 提醒 读者 注意 ， 当 我 们 要 通 
过 航空 摄像 的 拼接 来 制作 一 幅 地 图 时 ， 靠 四 点 的 重 迭 是 不 能 实现 
拼接 的 ， 我 们 在 4.7.3.3 和 4.7.3.4 所 看 到 的 情况 就 说 明了 这 一 点 . 
其 实 ,即使 在 理想 的 条 件 下 ,地 球 表面 也 并 非 平面 ,而 是 球面 ,或 者 
更 确切 地 说 ,是 椭 球 面 ,参见 18.1.5.3。 现 在 ,拼接 的 办 法 在 理论 上 
是 完善 的 ,也 就 是 说 是 在 三 维 空间 中 进行 的 ;拼接 用 的 工具 是 价格 
昆 贯 的 立体 比较 仪 ,参见 [BV]; 关于 地 图 绘制 ， 我 们 将 在 18.1.5 
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到 18.1.8 mem зу жёны: EE 
476 ”在 仿 射 空间 中 ，: 搞 然 可 以 定义 透视 ， 但 只 限于 定义 在 以 
m 为 中 心 构成 透视 的 两 个 超 平面 了 和 的 部 分 区 域 ; 事实 上 ， 
g:H 一 H' 只 能 定义 在 H\D 上, 其 中 DD 是 矿 和 平行 于 H' 且 过 
点 的 超 平面 的 交集 . 而 g:HND — H' 则 是 HND 到 . H'ND' 的 一 
个 双 射 ， 其 中 D' 是 H' 和 平行 于 太 且 过 wr 点 的 超 平面 的 交集 。 这 
种 仿 射 透视 常 被 用 来 引进 射影 几何 的 概念 ， 特 别 是 一 个 仿 射 空间 
的 射影 完备 化 的 概念 后 者 是 下 “ 章 的 讨论 对 象 也 可 参见 第 174 
和 175 页 。 | 


4.8 非 交换 的 情形 


4.8.1 — 我 人 ] 也 可 以 定义 射影 空间 、 射影 变换 
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和 子 空 间 ; 前 面 有 几 个 地 方 (4.5.6，4.5.10.1) 我 们 已 经 提 到 过 非 交 : 
换 性 带 来 的 影响 。 读 者 可 以 仔细 看 一 下 本 章 中 哪儿 是 确实 用 到 交 
换 性 的 ,并 举 出 反例 来 ,这 是 一 个 很 好 的 讨论 题目 . | 
4.8.2 ”例如 ,对 四 元 数 体 H (2: 058.9), 我 们 可 以 对 任 一 кп "Жж 
定义 标准 四 元 数 射影 空间 

P*(H) 一 P(H**5); | 
它 在 它 的 自然 拓扑 下 是 可 分 的 、 紧 的 . 射影 直线 P(H) МТЖ 
E 5* (参见 4.9.7). PODERA E БЫ esu t8 PERS ИП 
可 参见 [SR], Ж 265 页 ;有 一 篇 很 有 趣 的 文章 , 即 [E-K]. 
4.83 ”甚至 可 以 在 比 体 更 一 般 的 结构 上 来 定义 射影 空间 ; 一 个 重 
要 的 例子 是 Cayley 八 元 数 空间 Ca， 即 定义 有 非 结合 的 乘法 的 八 
维 实 向 量 空间 . 在 Ca 上 可 以 构造 同上 胚 于 球面 5 的 射影 直线 
P'(Ca) 以 及 一 个 射影 平面 P(Ca)， 即 Cayley 八 元 数 射影 平面 ; 
关于 这 些 构造 和 这 个 射影 平面 的 性 质 ， 可 见 [PO], 第 XIV ж, 
[BOR2]， 第 199 页 ，{E-K1， 第 12 页 ， 尤 其 是 [BES] 的 第 3 
ж. | Í EE 
在 Ca 上 之 所 以 不 能 定义 维 数 3 的 射影 空间 ， 是 因为 这 样 
的 一 个 (满足 子 空间 交集 标准 公理 的 ) 射 影 空间 自然 而 然 地 会 满足 
Desargues 定理 ( 见 5.4.3 和 5.4. 4), 而 这 一 定理 是 用 到 基 域 的 结合 
性 的 ;参见 [PT]， 第 3 章 或 [HA], # 374 页 (此 书 最 后 一 5% 
于 射影 平面 的 内 容 很 精采 )。 
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4.91 设 P(E) 是 有 限 维 的 实 或 复 的 射影 空间 ; 证 明 对 任 一 超 平 
HHH, NA PCE)NPCH) > Ен (参见 4.2.1) — А. 
4.9.2 ”证 明 4.3.91 的 最 后 一 段 。 —— | 
4.9.8 证明 РК) AEF 及 "中 半球 B(0,1) 关于 等 价 关 系 R 
HEPR, EPR EXA: XP ox y, M BAX 
x€ S(0, 1) 一 So dn» —— x 
. 123 ° 


i= t Y $ 0 — 


时 x9%ity， 该 商 集 取 商 拓扑 结构 。 特别 讨论 > 一 1 和 z = ?的 请 


形 (参见 4.3.6 和 4.3.9.1). 
494 对 一 个 有 限 维 = 的 实 射影 空间 。 讨 论 映 射 4.2.4.3 的 Jacobi 


乍 阵 的 符号 ,从 而 推出 : 79 为 奇数 时 ，P"(R〉 是 可 定向 微分 流 形 , 


2 为 偶数 时 P"(R) 不 可 定向 . 


4.9.5 ”讨论 射影 群 GP(P'(R)) 的 连通 性 ， 并 从 而 讨论 PR) 何 


时 可 定向 , 

4.9.6 "—— 

4.9.7 ПЕВАР«Н)А ТРЕК $;, 其 中 HH 是 四 元 数 体 (参见 4.8.2). 

4.9.8 准确 地 分 析 并 说 明 在 4 .5.10 的 证 明 中 ,“ 基 域 是 交换 的 ”这 
一 假设 条 件 用 在 哪里 。 举 出 一 个 非 交 换 体 情形 下 的 反例 ; 我 们 还 
AUE РН) (参见 4.8.2) 中 找 出 一 个 无 限 点 集 , 其 中 任何 = 十 1 


个 元 素 都 是 无 关 的 ， 并 有 一 个 异 于 恒 等 映射 的 射影 变换 使 这 些 点 


AJ. 


4.9.9 在 普通 空间 里 画 出 P'(Z,) 中 的 点 、 直 线 和 平面 的 示意 图 . 


49.0 ik (Hj) 是 一 个 有 限 维 ”的 射影 空间 РСЕ) 的 一 族 超 平 
面 ;讨论 P(E) 中 dm(QH) 与 P(E*) 中 dim[ ( U Hi) 092 


4.9.11 设 K 是 一 个 个 元 素 的 体 ，P(E) EK k n 维 射影 空间 ， 
证 明 P(E) rh e 维 子 空间 的 集合 的 基数 是 

(tt — DRH — e) - (nnt — e) 

(д 一 1)(ge — А)... (Qt RP) 
证 明 射 影 群 GPCE) 的 阶 是 
(e? — DO" — ye (tt gem, 
4.9.12 Möbius 四 面体 。 在 三 维 射 影 空间 中 作出 两 个 四 面体 
{a, b, c,d} 和 (a, Р, с, 4d}， 使 得 第 一 个 四 面体 的 每 个 顶点 
落 在 第 二 个 四 面体 的 一 个 面 上 ， 同 时 第 二 个 四 面体 的 每 个 顶点 又 
洲 在 第 一 个 四 面体 的 一 个 面 上 , 亦 即 : 

a € (P, с, У, a € (b,c,d5,: °, 
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2.33 


关于 这 种 构造 的 解释 以 及 它 的 推广 ,可 见 14.5.5 和 14.8.12, 关于 
一 类 由 贸 接 杆 系 作出 的 Mobius 四 面体 (其 上 的 点 描 出 找 率 为 党 
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^5 539 仿 射 空间 和 射影 
空间 的 联系 .应 用 


这 一 章 中 ,对 任 一 仿 射 空间 壬 ， 作 出 其 中 直线 的 方向 的 集 2 
P(X), ， 从 而 很 自然 地 把 仿 射 空间 X 赋 入 一 个 射影 空间 。 反 之 ， 射 
影 空间 中 一 个 超 平 面 的 完备 化 空间 自然 是 一 个 仿 射 空间 。 射影 完 
备 化 空间 可 用 相当 自然 的 方式 作出 【5.0 节 )。 在 5-3 节 中 ,和 中 的 
平行 性 质 被 对 应 为 X 的 完备 化 空间 中 的 相交 性 质 .。 这 一 对 应 的 三 
15.15 B|, n 5.4 p TJ K. — s, 
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5.01 在 4.0 中 我 们 曾 指出 仿 射 几何 的 不 足 之 处 ;更 确切 地 说 , 依 


Fi Desargues 的 做 法 ， 我 们 想 翅 一 个 仿 射 空间 X 扩 充 成 一 个 射影 
ZA X, 它 是 X 和 X 的 无 穷 远 点 ， 即 X 的 (直线 的 ) 方向 的 集合 
oo. 的 并 集 , 其 中 后 一 集合 也 就 是 _P( 束 ); 也 就 是 说 ， 
X = X Uco, = X UP(X). 
这 样 ,只 要 作出 不 相交 并 集 X UPQX), 、 上 面 所 说 的 扩充 在 集合 论 
意义 下 就 总 是 能 做 到 的 ;困难 在 于 使 党 成 为 一 个 射影 空间 .有 一 条 
途径 是 建立 公理 化 体系 ;但 我 们 对 此 不 作 阅 述 , 以 使 本 书 保持 不 涉 
及 系 绕 的 公理 化 观点 的 初衷 (参见 4.1.2 和 [AN], [HA], [DI], 
[H-P], [PT]). 下 面 来 叙述 给 出 所 需 结构 的 三 种 代数 方法 ， 
5.02 ”最 直接 的 做 法 是 假设 X 是 有 限 * 维 仿 射 空间 ， 而 
{ж}, сэп 
是 X 的 一 个 仿 射 标 架 。 我 们 所 要 找 的 射影 空间 就 是 
P'(K) = P(K**!), 
IKA OX—P'(K) 由 
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5.021 а= (4 An) H> Plr, AS, 1) 

ЩОБ, 2.2.9 fi 4.2); 可 以 看 由, XE PK) 中 的 象 集 的 余 集 
就 是 超 平面 PCK) = P(K* = K” x {0}), 由 于 5.0.2.1 式 ， 这 个 
余 集 与 Р(Х) З, 
5.0.3” 稍 细 巧 一 些 的 做 法 是 在 .5i0.2: 的 基础 上 所: 出 的 ， 作 义 在 
a€ X 处 的 向 量化 空间 ,考察 射影 空间 Р(Х, X K), 其 中 X, x K 
是 两 个 向 量 空间 了, 和 K BAR; жх 等 同 于 . X。 хк ААЖ 
X, x {1}, 并 利用 相应 的 坐标 图 (参见 4:2) 即 

5031 -x p(x;:1), E 
RAITRE X ERAT Р(Х, x K). X EF PX, x сю тара d 
余 集 是 Рх. ) = РХ), * 


оре, l) к | 


(x. Хх} 


XixK 
| 图 5. 0. 3. . . ZH | 
5.0.4 к 一 种 做 法 要 用 到 x WARNER = fq А AERE 
5041 | T 


BAT Р(Х), ch x ЖЕЕ. H Å изиш (参见 
3.1.6). 

5.0.5 前 两 种 做 法 的 缺点 是 它们 不 是 内 在 的 : m 5.0.2 那样 
做 ， 我 们 事先 就 不 知道 所 得 到 的 射影 空间 是 否 自 然 地 跟 X* 联 系 在 
一 起 ( 简 言 之 ,可 以 不 很 精确 地 说 成 它 “ 只 依赖 于 ”X). 5.0.3 的 情 
形 也 一 样 ;其 实在 这 种 情形 我 们 已 经 看 到 所 有 的 P(X。) 都 是 P(X)， 
因为 a 的 选取 只 会 影响 到 X 的 一 个 平移 ， 而 平移 是 不 改变 方向 的 
(参见 2.3.3.4)， Ж, 5.0.2 和 5.0.3 (尤其 是 5.0.2). 也 有 两 个 优 
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点 ; 一 是 它们 明显 地 提供 了 进行 运算 的 基础 ;。“ 二 是 它们 比较 初 
等 ;特别 是 我 们 可 以 很 快 地 由 它们 引出 复 化 的 问题 来 ,这些 问题 我 
们 留待 第 7 章 讨 论 。 


9.1 仿 身 空间 的 射影 完备 化 


5.11 设 X 是 一 个 仿 射 空间 , EX 的 泛 向 量 空间 (参见 3.1): 
£ = X U(K* x X). 

作 射 影 空 间 X = Р(Х). 注意 到 X 是 通过 x1—9 (4,1) HEAR 
的 ,而 且 规范 射影 p X = PCR) 在 XX 上 的 限制 是 单 射 , 就 可 
以 把 和 等 同 于 入 的 一 个 子 集 。 于 是 X 分 成 两 部 分 : X = XU 
Р(Х). & P(X) = cox, 就 有 总 一 XUocox。 这 样 ,我 们 就 把 仿 射 
空间 X 嵌入 了 一 个 射影 空间 入， 使 得 和 是 一 个 超 平面 ( 即 оох 一 
P(X)) 的 余 集 . | B 
5.12 反 过 来 ,我 们 知道 , 着 PE) 是 一 个 射影 空间 而 РСН) Ж 
任 一 超 平面 , 则 余 集 PEP 自然 是 一 个 仿 射 空间 , 即 

B Ен = P(E)NPCH), 
参见 2.2.6. 另外 , 2.2.7 和 3.1.6 说 明了 X 到 之 的 对 应 和 Р(Е)\ 
P(H) 到 Ен 的 对 应 互 为 逆 对 应 . 

可 以 将 第 2 章 和 第 3 章 中 的 结论 概括 为 : 

5.1.3. 定理 。 (i) 设 X 是 仿 射 空间 ,% = Р(Х); 这 个 X 通 过 
r> р(х, 1) 等 同 于 入 的 一 个 子 集 ， 仍 记 为 X; 这 个 子 集 X 是 
Р(Х) = cox 在 X 中 的 余 集 . X HOS X OM pee bd 


a ù + се 9 H 


° 9 ù O o o е э 


两 个 仿 射 空间 , X, # 是 它们 的 完备 化 空间 ， fe CX; X^) 是 仿 
MALADE JUAN Je MG S^), х=. 而 且 
(оох) c oos, 71s, = } CAM, 2.3.1 AI 4.5.2). 
-GDA (E, H) 是 向 量 空间 互 和 互 的 超 平面 五 的 拓扑 对 ; 则 
一 Р(Е)\Р(Н) (参见 4.1.3.4) 容 有 一 个 L(E/H; Н) 上 的 自 
然 的 仿 射 空 间 结 梅 ， 设 (E Н) 是 另 一 个 这 种 拓扑 对 ,并 设 
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gE М(Р(Е); Р(Е')) . | 
使 得 g 的 定义 域 包含 En (参见 4.5) H g(En) C Еһ; "TA 
射 glz,€ A(En; Eg). 

(ui) 对 应 Хе» (Å, X) 和 (E, Н)» Ен EL XML, ПП 
且 具 有 函 子 性 质 . 

上 述 定理 主要 来 自 2.2.6,2.3.7 ,3.1.6 R14.5; 对 (ч), 应 证 明 
glz,€ A (Еһ; Ep). 事实 上 , 设 fe LCE; E') 使 了 一 8 应 证 明 
f€ Lu (E; E') (Æ 2.3.6). | 

根据 假设 。& 定义 在 整个 E. b. RIRH (878452) 有 
FOCH; 而 由 zs(Ez)C Еһ, 可 推出 f(x)&KH Vx&H; ERG 
可 知 f(H)cH' 而 且 映 射 f:E/H — E']H' 是 单 射 。 函 子 性 质 可 
由 3.2.1 得 出 。 为 了 严格 地 说 清楚 《证 ) 中 的 两 个 对 应 是 互 逆 的 ， 
必须 用 范畴 的 语言 . 定理 5.1.3 说 明 (已 ,ED)w> EJH 是 “完全 一 意 
的 函 子 *。. | Е 

对 实用 而 言 (Оа) 已 足够 了 ， Gi) 是 使 理论 上 完 关 

“ 其 实 ， 应 用 的 时 候 ， 即便 只 有 5.0.2.1 814241 RET. 
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5.21 扩张 的 转 征 ， T 2.3.3.12 和 4.5.9。 仿 射 空间 的 扩张 的 特 
征 是 : f mE | 

fE Dil( X) =>, = 14„„; 
也 就 是 说 ,扩张 是 这 样 的 了 的 集合 , 其 中 每 个 f 相应 的 ?都 使 无 穷 
远 处 的 和 的 超 平面 点 点 不 变 。 
5.2.2” 仿 射 群 与 射影 群 ， 至 于 使 cox 整体 不 变 的 ge GP(X), Ж 
恰好 是 g=]; 其 中 了 取 遍 GA(X)。 加 果 愿 意 , 可 以 把 GA(X) 
等 向 于 GP(X) 的 一 个 子 群 ， 风 GP. (K). Cayley 发 现 的 原则 
是 ， 任 何 经 典 几 何群 都 可 表示 为 一 个 适当 的 射影 空间 的 射影 群 的 
子 群 ， 例如 可 参见 9.5.5.2, 18.10.1.5, 
5.43. X — К 的 情形 。 这 时 Р(Х) = P(K) = РСК) 仅 有 一 点 


a 129 = 


со = cok、 即 的 唯一 的 无 穷 远 点 ;于 是 太一 KUco. 若 KK 二 RR， 
应 该 将 R = RU co 距 我 们 在 分 析 中 磁 到 的 完备 化 数 轴 

К =RU[—co) Uí +оо} 
区 分 开 来 ;在 射影 几何 中 ,“ 趋 于 十 co” 和 “ 趋 于 一 co” 是 没有 区 别 
的 。 另外、 我 们 仍 回 到 任意 域 K 的 情形 ， 这 时 很 自然 地 可 以 把 氏 
等 同 于 КЇ, 从 而 É Р РСК); 在 这 种 等 同 关系 下 , x € K 等 同 
于 Р(х, 1), оо 等 同 于 p(1, 0). j Ё = KUco, Ше THE 


a b | 
Wa, 其 中 MOD) 一 ( Q ) 的 4.5.15 成 为 
5.2.4 
| at + b ( 2 
сі + d с А 
1 ‚к> EO 
єй ү——— F> 00 c = 0 d 
co 2 | eo > eo, 


525 #K=R RC, HARA, MU 4.32 BH x fk X rh 
的 嵌入 是 到 象 集 上 的 辕 胚 ; 4.6.1 说 明和 X 是 开 集 并 且 在 党 中 处 处 入 


R 0 | 
—— t 
图 5.2.6.1. 
° 0 
C 


图 5.2.6.2. 
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密 。 这 一 点 再 加 上 52.3, 就 说 明了 45.15 89S Er, 1 G U 

在 以 上 讨论 中 我 们 也 注意 到 ,对 规范 拓扑 而 言 ，4(X; X) 中 
或 M(P(E); Р(Е')). HAA HORSE Е ERE. 而 且 在 维 数 任 
意 的 情形 下 ， ?总 是 了 SEE fe 4(X; X) 的 连续 性 所 作 的 延 拓 . 
5.26 对- КУЕ ЖС, 028433 РЕ иам, Alctan- 
Ini. 紧 化 空间 ， NISL aor 

Е з DNTORRHESERA Gut 
我 们 会 看 到 ， 我 们 的 结构 保证 了 两 条 平和 1 直线 在 完备 化 空间 
中 有 公共 的 无 穷 远 反 ， 
531 ME SCX 是 仿 射 空间 X 的 仿 射 子 空间 Ws A, ŽD: 
SC, 根据 242.3, 0 X TR SAER S NETAS), 
是 等 同 于 S 的 射影 完备 化 空间 S$ 的; 因而 有 (5) 一 `$ == $\)со;, 
其 中 oos 是 党 的 一 个 子 集 , В co; = oN (S>. = nŠ. id 
oos = PO)EP(R) 一 == COx. 由 定义 2.4.9. 1 就 有 : 
5.3.2 LI 映射 525 是 从 X 的 仿 射 子 空间 的 集合 到 X 中 
不 含 于 cox 的 射影 子 空间 的 集合 的 双 射 ; 有 Š 一 cos US, Eh 
oos 一 оох f$, mB. 5, 5 159172318), AU: 
со; = os €» shs, о0;С oos «55 45, M 

5.3.3 He. ж K = R f° 县 着 维 数 是 有 限 的 ， 352,5 证明 


OB 5.3.3 
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了 和 是 $ 在 冬 中 的 拓扑 闭 包 . 
5.4 无 穷 远 处 的 讨论 ;应 用 


5.4.1 命题 (Pappus X38, 射影 的 情形 )。 设 PE) 是 射影 乎 
m, рж D 是 P(E) 上 两 条 不 同 的 直线 ,za 0, ca 0, с 是 
不 同 的 六 个 点 , а, 2, cE DA(DDD') їп a,b, ED N (DN 
р”), W <a, EYN (a, Б), (b, CYNE, с) R Ce, а") 0,2) 
三 点 共 线 。 | 


首先 注意 到 ,根据 4.6112, 这 三 点 总 是 存在 的 ; 置 
Y = (a, BYN Qa, 2), == (6, (P, с), 
并 设 V = (а, т) 是 连接 这 两 点 的 射影 直线 。 作 仿 射 平面 X = 
P(E)NV (参见 5.1.3 GDJ EX SJ а, 2, с, 4, b, c'€ X. H V 
的 作法 及 5.32, EXPE (a, Р) а, 8 5, e 2A су; TR 
此 ,根据 Pappus 定理 ( 仿 射 情形 , 2.5.3089: (a, 62/00, 8 
mA 5.3.2 中 的 充分 性 有 
8 = (a, con (a! c> € (a, Y). 

5.4.2 ”推论 (Pappus 定理 , 优 射 情形 的 第 二 种 形式 ). 设 X 是 仿 
射 平面 ,D 和 D’ 是 XX 中 两 条 不 同 的 直线 ,4 ,56, 0, 4, 0, c 是 不 
同 的 六 点 , a, b, сє D\MDND'), а, b, сє DMDND')， 则 
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(a, by (2, ё), <, 2 y (X, с) f Ce a) (0. ay EUER 
述 意 义 下 共 线 : 若 这 三 点 都 存在 ， 则 它们 共 线 ; 若 只 有 其 中 两 点 
存在 , 则 连接 这 两 点 的 直线 跟 决 定 第 三 点 的 那 两 条 直线 都 平行 ( 若 
一 点 都 不 存在 , 则 就 是 2.5.3 中 的 情形 ). 

由 5.4.1, 再 应 用 XX 的 完备 化 空间 X 就 可 得 证 。 我 们 看 到 ， 由 
于 没有 例外 的 情况 ， 射 影 几 何 的 命题 要 比 仿 射 几 何 来 得 简洁 。 也 
可 参见 16. 8.19. 

543 $E | CDesargues | 定理 ， — W P(E) 是 射影 
空间 ， 52,5, c, а”, ”是 PE) 中 七 个 不 同 的 点 , fu 
sa, b, c 和 ғ, ve HEER, «€ a», P'€ (ç, P), 
c € (s, с); MJ (а, 22 П (а', 95, (6, e П ОУ, с), (са) П 
{с',а') ZARR. 换言之 , 若 连 接 两 个 三 角形 的 对 应 项 点 的 直线 
是 共 点 的 , 则 它们 的 对 应 边 的 交点 共 线 。 | 
5.44 在 dim(P(E)) > 3 和 dim(PCE)). == ЭКЕЕ, 证 
明 是 不 同 的 。 若 dim(PCE)) 之 3, 由 须 用 到 子 空间 的 交 的 性 质 ， 
因而 结论 对 任何 公理 化 体系 都 适用 (参见 .2.6.7); 若 dim(P(E)) 
一 2、 就 要 用 到 定理 2.5.4, 其 中 涉及 基 域 ; 从 而 涉及 基 域 的 结合 
人 性， 见 2.5.5,4.8.3, 

545 首先 ， 假设 由 这 七 个 点 所 生成 的 射影 子 空间 Z 确 是 三 维 的 
这 时 由 4.6.12 很 容易 得 出 我 们 的 结论 ， 因 为 所 邯 虚 的 三 点 都 同时 
属于 平面 (2,2 ; 2 和 (aV, b,c) 而 这 两 个 平面 的 交 是 一 条 


' » | ` 
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图 5.4.5.2. 


直线 (否则 2Z 将 成 为 二 维 的 ). 

现在 假设 dim(P(E)) > 3 但 dim2 = 2; 任 取 一 点 m% Z, 
在 直线 (m,a) Ж (m, a 》 上 分 别 取 点 & Жо, Ese Ke, о) H 
аза a Æa 《这 样 的 点 m, o 和 w 总 是 可 以 找到 的 ， 因 为 一 
条 射影 直线 至 少 包 含 三 点 ,参见 4.1.3.7). 

X, ғ, а, а,Ь, b,c, d 七 点 就 生成 了 一 个 三 维 子 空间 ， 
因而 由 前 段 可 知 它们 满足 Desargues ERR., BAM mH R 
将 PCE)N m). 投影 到 Z 上 ， 这 一 投影 是 保留 交 及 共 线 的 性 质 的 ; 
МЕНАН о 和 e 分别 投影 到 “和 2， 于 是 命题 对 s.a, 0 ， 
b, D, c. c 成立. 

5.4. 6 Zi dim(P(E)) 一 2， 证 明 与 5.4.1 жй; 我 们 在 无 穷 远 处 

考察 (2, ЬУ N (а, БУ d. (0, 02 NA QE, с) 这 两 点 。 于 是 从 

2.5.4 的 逆 命 题 可 得 结论 (参见 2.8.6). 

5.4.7 jig (Desargues 定理 , 仿 射 情形 的 第 二 种 形式 )。 设 X 是 

仿 射 空间 ,和 X 中 有 七 个 点 满足 与 5.4.3 中 类 似 的 假设 条 件 ， 则 相应 

的 三 个 交点 共 线 , 当 有 的 点 不 存在 时 共 线 的 意义 有 如 5.4.2 中 所 说 

明 的 那样 . | 

5.4.8 ”定理 (射影 几何 第 二 基本 定理 ). WE PCE),PCE') 分 别 是 

ERKEK 上 的 两 个 维 数 有 限 、 相 同 且 之 2 的 射影 空间 . Ж 
f:P(E)—>P(E’) 

是 双 射 且 使 V 共 线 的 a,b, cEP(E) 有 Ка), КЬ), Ке) 在 

PCE) 中 共 线 , 则 存在 半 线 性 双 射 jE ->E B fj. 
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Б 2.6.6 中 的 证 明 一 样 ， 我 们 证 明 . 二 是 .P(E) 的 超 平面 :到 
ЯСЕ? WEFR 8}. Rae PEPEE РОН), HRA 
超 平面 P(OH'CP(E'). 限制 映射 g= floeren: En > Ew. 是 
从 仿 射 空间 En 到 仿 射 空 闻 Ei 的 映射 并 满足 2.6.3 的 假设 条 件 : 
因此 8 REG RN S 根据 5.1.3 中 半 仿 射 情形 的 讨论 , 避 (EXE 
ЖЕЛЕ ЯНЕ #:Р(Е)-—> P(E')， 由 以 上 讨论 可 知 g 在 Ен 
上 与 站 是 一 样 的 ,由 Tei (参见 ‚5.1. Gyms PCH) 上 也 
与 f 一样， | E 
5.4.9 55.4.8. 有 关 的 详细 论述 , 3m. [FL], "T 83 3 页 以 后 和 第 
267 09; 也 可 见 [BI 5], AH, Ж 205—204 页 的 练习 16 和 
17。: 关 于 5.4.8 的 一 个 推广 ;可见 [TS], 第 VUT. 

54.10 这 种 在 无 穷 远 处 考察 的 方法 ， 人 E 
5.5.3 ,6.4:4,6.4.8,6.4.10 以 及 第 17 章 相 当 大 的 篇 幅 。: 
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55.1: 各 述 并 证 明 5.4.1 和 5.4.3 HERE. Bw 
5.5.2 作出 5.4.2 $1 5.4.7 中 各 种 不 同 的 平行 情况 的 图 形 。- 2X. 
5.5.3 . ЖАРЫЛА, 证 明 Möbius: ТЕ ИРЕН «өй 
49.12). ne 
5.5.4 —————— REER, rine 
CECAGBASA н ЭШЕ RUE. 


图 5.5.4. 图 5.5.5. 
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5.55 ”只 及 一 把 很 短 的 直 扩 ,作出 纸 上 两 点 的 连 线 . 
5.5.6 ”研究 并 评论 [DX] 9528 页 起 关于 射影 几何 基本 定理 的 证 
BH. 
5.5.7 讨论 在 什么 条 件 下 5.41 中 的 直线 ac, 8, NZ DAD. 
5.5.8 ”六 边 形 织 图 所 谓 实 仿 射 平面 P 上 的 织 图 ， 就 是 在 P 上 给 
定 一 个 开 集 4, 并 在 4 上 每 点 4 处 给 定 了 中 过 4 点 的 .连续 依赖 于 
a HERRER d,(a)G = 1, 2,3), 证 明 : # b 4,(а) 上 
足够 靠近 a, 则 可 定义 六 个 点 rims 如 下 : 

b, = db) Nda), ё = diCA) Ca, b= 0,06) N dila), 

b, = 405) N dala), bs = di( 6 ld (a), bs = di(5)) dika). 
如 果 对 任何 足够 邻近 的 * ЯПЬ EUH b, = 5， 就 称 这 样 的 织 图 为 
六 边 形 织 图 

WE (País 是 P 上 不 共 线 的 三 点 ，A4 是 两 两 连接 点 Pi 所 得 
三 直线 的 并 集 在 P 中 的 余 集 。 对 每 点 a€ 4， 定 义 织 图 
dila) = (a, bij. 
证 明 这 是 六 边 形 织 贸 . 
关于 织 图 的 进一步 的 内 容 ,可见 [BL-BO] 和 [CH-GR1, 也 

可 参见 5.5.9 和 第 172 页 的 图 . 
5.9 KAERA ( 续 ). 证 明 第 172 页 的 图 172.2 上 的 织 图 是 六 
边 形 织 图 。 更 一 般 地 ,证 明 若 对 圆锥 曲线 C TA £ C LER P rx Vx 
任 一 点 * 作 C 的 两 条 切线 和 直线 zp ， 这 样 得 到 的 织 图 必 是 六 边 

K. 


形 织 


Vi 


• 136 ° 


E 6 * neun. Eds 


这 一 章 介 绍 射 影 空 间 中 共 线 的 四 点 的 一 个 ( 圭 影 变换 ) 不 变 
量 ， 即 交 比 。 这 个 不 变量 以 射影 变换 下 相互 变换 的 共 线 的 四 点 作 
ndn, БЫЛ ей K REM. CARMEN A. 
29. 

本 书 中 几乎 经 常 碰 得 到 交 比 ， 有 时 还 会 在 蚂 出 人 意料 的 情形 
下 碰 到 它 ; Laguerre 公式 (8.8.7), 双 曲 几 何 ( 第 19 章 )，Ricatti 方 
程 (6.8.12) ,微分 几何 (6.8.20) 以 及 Cayley. 原则 的 说 明 《5.2.2)， 


6. L ENER 


6.1.1 对 4.69 可 作 如 下 解释 "me 
直线 上 不 同 三 点 构成 的 点 组 彼此 都 是 一 样 的 ; 或 者 ， 还 可 以 这 么 
说 : 射影 群 GP(E) ЖЕ PE) 中 所 有 共 线 的 相 异 三 点 所 构成 的 
点 组 的 集合 上 是 可 迁 的 ,也 即 它 是 三 重 可 迁 的 ,参见 1.4.5. 

这 个 结论 对 四 个 点 的 情形 是 否 还 能 成 立 呢 ? F ELE EDD 
NER 中 取 值 的 数量 ， 即 四 点 的 交 比 ， 来 对 共 线 的 四 点 组 在 GPLE 


TEE ER HAY Ж. Е G0 ub 


612 ЖХ. шрек 上 的 射影 直线 ， (a, b, c, L2 是 D 上 四 点 ， 
其 中 a, b, с 各 不 相同 。 Е = КОоо 中 的 元 素 bo. (d) 称 为 这 
四 个 点 的 交 比 ， 记 作 La, b, e, d] 一刀 sc(a); 其 中 + 表示 全 
Ка) = о, М) = 0, Fe) = 1 的 唯一 的 同 构 Ve sl 

u fas € Isom( D; K) о 1 ка 
(参见 4.69). 着 | | | 
44,5, c, d} = (ai) E= 1,2,3, 4, 


e. 13 7 е. 


有 了 时 -出 记 为 Da, а, аз, d4] = lail. Ж {а, 6, c, di 是 射影 空间 
中 共 线 四 点 ,而 且 前 三 点 各 不 相同 , 则 它们 的 交 比 定义 为 在 它们 所 
决定 的 直线 上 的 交 比 。 若 a, b, c, d 是 及 上 仿 射 空间 和 中 共 线 四 
点 ,而 且 前 三 点 各 不 相同 , 则 它们 的 交 比 定义 为 它们 在 和 的 射影 完 
备 化 空间 X 中 的 交 比 . 


图 6.1.2, 


由 4.6.9 可 推出 以 下 结论 : 
6.1.3 Ж [a, 2, c,d] = оо (相应 地 , 0, 1), W =a (相应 
地 ,4 二 5, 4d = с), 反之 亦 然 。 若 (а,Ь, с, 016 К\{0, 1}, WH 
d a, b, ce， 反之 亦 然 (因为 K\{0, 1} = Ko, 0, 1)). 
6.14 ”推论 ， 设 D,D' 是 两 条 射影 直线 ， 
(aiima CD В. Cabina Í C D', 
a; 和 a; 的 前 三 点 又 分 别 是 各 不 相同 的 , Wil 
3f € Isom(D;D') |f(a)) = а; Wi <> [а] = [a;]. 
6.1.5 ”推论 ， 设 DD 是 射影 直线 ,4, b, c 是 D 上 相 异 三 点 ， HE 
ke 论 ， 就 唯一 地 存在 一 点 4€ D 使 [4, b, c, d] = K. 
616 ”命题 . 设 D = P(E) RENS EA, a, 2, ci: D E. АҢ 
点 ,而 且 ( 参 见 4.4.1) x, y€ E 使 | 
а = p(x), b = p(y), с = р(х +y), 
则 《参见 5.2.3): 
d = p(Rx + hy) &»[a, b, c,d] = p(k, h) Є РСК?) ~ 
根据 5.2.3, Æ (e, ea) 是 KC 中 的 规范 基 , 则 
ple) = Р(1, 0) = оо, Ple) = PO, 1) = 0, 
ple + со) = P(1, 1) = 1, 
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因此 fas -b 其 中 fe L(E; К) 由 К = a, IO) = e Bi 
定义 ,因为 TERN 
О doy) Каж) 由 


d 


从 而 


为 非 交 换 的 情形 ， 这 是 唯一 坷 能 的 定义 方法 enc 8. M | 
我 们 也 可 以 用 6.2.3: 直 接 定 义 交 比 ,只 要 我 们 先 验 证 那个 式 子 

在 线性 群 GLO; К) 下 不 变 ; 这 一 点 是 很 容易 的 ， 但 要 说 明 反 过 

来 也 对 ， 就 得 系统 地 找 出 GLO K) 的 “不 变量 ”。 关 于 这 一 点 ,可 
网 [DI- CAT Bn.  ESEL [SFL], [SF2] 5118. 10.7. 


А UA ET 
' MU a + i 


dus сандын | 
6.2.1 问题 是 计算 1а, 这 里 a; 在 Е( —P(E)) "m 
的 基 2 RR AGIR CE D 不 2.8) 已 经 给 th: 


а; = == Р(х) = == Qs, 2 G- == 1, 2, 3, 9. 
EIN с 

хз = ax, + Өх, ху == Yn + ôr, ҮР 

因此 


X4 = (оң) + " (во), 
тюгел n г] -P ИЯ | P 根据 Cramer cae 对 在 


8 
& + d FEREARE 
ааб, *) B det(2,, ij) 
so T aen, Yo PT anon Ub S 
det(x,, "E vg Че а, у |j. 83 
det(z,, z) — det(x,, хз) 


TIME 


Y 


由 此 由 得 
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6.2.2 


| 2, Ai А4 
[а;] p Y __ pa Ha 8 7A Hi 
o Аз А2 В А, Аз 
js £2 Ёа s 
BERIE, аа oo € K (WB 5.2.4 一 致 )， 
并 将 上 式 写 成 
6.2.3 
Аз А À, А 
[2;] з np Pa [A 
А, Àz À, 2 
{43 E / Ел Fo 


设 D 是 仿 射 直线 ， 其 上 四 点 (a) 的 前 三 点 各 不 相同 ; 在 任 一 
仿 射 坐标 下 ， 若 a 的 坐标 为 xi(i = 1,2,3, 4), Wt D h 8 
== p(xi,，1), 因 而 6.2.3 式 证 明了 (参见 | 2.4.6): 
6.2.4 


Хз X /x — X ХзХр (ХХ 
[a] = 2550 98 = == / ==. 


Хз Xy X4 — Xa X3X2 X4x? 


特别 当 а, b, c 是 仿 射 空间 X 中 直线 D 上 共 线 的 三 点 时 ， 在 


X 中 有 : 
6.2.5 
— 
[a, b,c, ©p] == ==, 
có 


6.24 式 在 仿 射 的 背景 上 给 出 了 交 比 的 初等 定义 ， 

6.26 ”小 结 ， 6.2.5 式 从 几何 上 帮助 我 们 看 到 : ”射影 空 他 中 一 个 
超 平 面 的 余 集 Р(Е)\Р(Н) = Ен = X (参见 5.1.3 和 2.2.6) 必 有 
一 个 自然 的 仿 射 结构 。 其 实 ， 如 果 情况 真是 这 样 ， 就 理应 可 以 定 

义 一 些 几 何 上 的 概念 , 璧 如 说 落 在 和 的 一 个 向 量化 空间 X, 中 的 和 
5 十 <， 以 及 共 线 四 点 的 商 cajcb. 6.2.5 式 解决 了 第 二 个 问题 ， 
而 对 P(E) 用 平行 四 边 形 法 则 (参见 2.6.6.3) 则 可 解决 第 一 个 问 
gn | . | 
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S ERES io) Us 
“图 6.2.6. 


6.2.7 交 比 的 几何 运算 .有 6.5.6, 6.5.10, к-с заз 


63 置换 的 作用 


W (a) ямки р кин синет K KALDE 
们 的 交 比 实质 竹 地 与 次 序 有 关 ,确切 地 说 ,首先 有 ; ， 


631 命题 | E E 4 
Га ë, e, a- [5, 2, e, d ^ = la, b, d, e] .i 

La, P, LP 4] 十 [a, c, i 4] - —1.. mois 

MARAR 得 出 . 为 证 第 三 式 , 记 рн 

РСК), bmp TC + n, d == By + М kN 

Ді Layk. esd]m& o ccs o iis EE 

若 将 基 (z, ») T {—х, x 十 yy "m 
y 一 一 * 十 (z+ y), ke y m (E E) 2) + G+ y), 


因此 La, c, b, d]=1—& (参见 6.1.6). ， 
“由 于 6.5I 的 三 个 式 子 对 应 着 (a, Š, c, ‚4} 的 三 ЖАН, т [ 
БЕТОНА KERN RAR, 所 以 ， 任何 二 fiet. 


用 就 清楚 了 。 为 了 说 得 更 透彻 ,我 们 稍稍 将 问题 提 得 复杂 一 些 。 


63.2 命题， Ub Ке 一 К\{0,1}, S 是 {1,2,3;4} -的 对 称 群 ; 设 
ревниві, (а) EDERA, k= [4] 是 它们 的 交 比 . 
则 交 比 (6) 一 Lasn] EK? RRT k RoE So fü 53 D HR a, 都 

X3. BUR iO эск Ki 07 (X) €8x* RE S8 КӨ 中 的 一 
个 作用 ， 群 6, 的 作用 不 是 一 意 的 ;其 核 Kerp 是 Klein Bio, (5E 
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阵 群 ,参见 0.2), ЧЕК 基 四 个 元 素 的 闲 Fa, ЭЧ Ker p = .oz 
趴 交错 群 。 除了 以 下 三 种 例外 情形 , S X Ке АЕ 8 
有 六 个 元 素 : | 

(i) 若 天 的 等 征 数 为 3, K = 一 1 的 轨道 只 含有 一 个 元 素 ; 

Gü) 落 开 的 特征 数 不 是 2 和 3， 则 一 1 的 轨道 有 三 个 元 素 
(—1, 2, 1/2}, Hü K to & 工 的 立方 根 7 和 了 了, W| 一 7 的 轨道 有 
两 个 元 素 1—1, 一 了 产 }; 

(ш) Ж K = F,， 只 有 一 个 轨道 , 它 有 两 个 元 素 . 

由 6.3.1, 我 们 知道 Кеф 2 97,; 现在 来 求 《 的 轨道 应 用 
6.3.1 即 知 唯一 的 可 能 是 : 

1 — _ 1 1 k 
w TEITE TIE aor 
应 讨论 这 六 项 是 人 否 Kk? PORALAR MENARAS, 就 等 价 于 
下 列 方 程 : 

2—1 = 0, @ — K + 1 = 0, M — 1 = 0, k — 2 = 0. 
于 是 6.3.2 就 已 得 证 ， 因 为 : X' 一 1 = 0 的 除 1 以 外 的 根 是 一 1， 
X ;一 1 = 0 的 除 1 以 外 的 根 由 X* 十 X 十 1 一 0 给 出 ， 于 是 ， 
Z, 再 加 上 XX? 十 X 十 1 二 0 的 两 个 根 就 得 到 了 四 个 元 素 的 体 . 
6.3.3 Wik. 有 些 书 上 把 交 比 (英文 中 称 为 cross-ratio) JF 


a b 
[a,b,c,d] -| |. 
с d 


这 种 记 法 的 优点 是 容易 使 我 们 想起 核 Kerq 一 9 是 怎样 作用 的 ， 
因为 它 的 作用 是 跟 矩 阵 几何 群 ， 邮 关于 原点 和 两 轴 的 对 称 所 成 的 
群 一 样 的 : 


kali dE l-k al 
K 非 交 换 的 情形 可 见 6.8.13. 


E K =R 的 情形 ， 我 们 作出 一 个 和 交 & АН ЖИЛИК ANY 
RAAR 
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4 (2 — 2 + 1). 
27 X(1— uu i 


К> >; 


BEA. c 
这 个 函数 在 同一 нге онно 有 关 交 比 与 这 
个 函数 的 一 些 有 趣 的 结论 , 可 见 [DX], 第 43—51 页 和 6.8.11. 


м 


64 调和 分 割 (特征 数 +2 的 域 ) 


交 比 的 定义 中 允许 所 讨论 的 四 点 中 有 两 点 是 重合 前 所 俏 若 佑 
许 两 个 以 凸 的 点 雷 合 ， 势 必 引 起 一 大 堆 麻烦 ， 除非 党 虚 的 是 6 6d 
中 磁 到 过 的 轨道 { 一 1,1/2,2} 的 情形 。 由 此 给 出 : GUB 
64.1 PX. 射影 空间 或 仿 射 空间 BELA 4, P кэз 
调和 分 割 的 ， 如 果 它 们 满足 下 列 条 件 之 一 : 其 中 三 点 重合 而 第 四 
点 与 之 不 同 , 或 者 四 点 都 不 同 、 共 线 且 [e, b; c, dl = —1. bu, 

我 们 注意 到 ,次 序 是 重要 的 ， 若 а, b, с, d 是 调和 分 割 的 ， " 
b, a, c, d 不 是 调和 分 割 的 . 

64.2 Ж a,b,c 是 仿 射 空间 中 直线 DD 上 共 线 的 三 点 ，6.2.5 证 明 
了 a,b,c; оор 调和 分 割 的 充 要 条 件 是 < 是 (а, Р} ARA c 
643 在 一 森 仿 射 直线 的 任 一 仿 射 华 标 系 中 ， 坐 标 为 a, 6, е, d 
的 四 点 调和 分 割 的 充 要 条 件 是 2(e + cd) = (a+ 5)(c td); 
这 可 从 6.2.4 推出 ， 当 a = 0 (相应 地 ，2 一 一 4) Hh. EREK 
XUI 


Lc (Эё, 2 = P = cd), 
64.4 ZEME. i (a,b,c, dy 是 射影 平面 P 上 的 标 架 ， 
ik а = (a, 5)(1(e, dy В = (а, ау, с), v = (a, с)П 
(b, d}, 8 = а, c)N La, 8), W) а, c, у, ó 调和 分 割 . 

考察 直线 D = (а, В) 在 无 穷 远 处 的 情形 ;由 假设 ,在 新 的 仿 
射 平面 PND 上 有 42/0 和 edVpc， 因 而 a, 5, c, d 组 成 一 个 
平行 四 边 形 ,而 且 (参见 图 2.4.5) Y 现在 是 а, с PR, AH 
6.4.2 有 [a, c, Y, 0 = (a, cue] = — 1, 


2 
— = 


S 


点 x (ВП s Ë [a, b, m, п] 一 —1) 的 几何 构造 。 为 此 ,我 们 招 
射影 或 仿 射 直线 《a, b) ЖАЛА ЕТЕНЕ 6.4.4 Вт. 
6.4.6 ”由 对 称 诱导 的 射影 映射 的 几何 构造 . 设 E 是 向 量 空间 ，5， 
T 是 两 个 子 空间 ， 且 有 直 和 E = SDT; 设 了 是 关于 SS 平行 于 工 
的 对 称 , 即 若 q:E — S KOREA Е = SDT 相应 的 投影 ， 则 f 
出 | 

q(x) = ә VxcE 


所 定义 .通过 调和 分 割 可 构造 射影 喘 射 8 一 fE GP(E) 如 下 : X 
V = р(5), W = p(T) 是 由 S 和 了 导出 的 射影 子 空间 ， 而 且 
m€ P(E)， 则 存在 唯一 的 一 条 射影 直线 Din) 经 过 m 上 且 与 V,W 
相交 ，g(m) 是 D(m) 上 的 点 而 且 
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cim, gün), ЮО(т)П V, DNW] = 10. 
Ox. Dim) 是 由 并 个 被 和 g(x》 完全 确定 的 向 景 空间 
е x- 408), -但 这 时 g(m) = m, BA 6.4.1 RUF) Spei, 
这 向 量 空间 是 一 个 包含 f6) 的 平面 。 如 果 把 x fG ҖЕ 
LAFER, 就 有 p(xz + £00) = p(24(x)) = V0 D(Gn)s 
[m, g(m), V'1D(m),WüD(Om)]- —1 | ^ L 


图 6.4.6, 


бал Е 一 种 常见 的 情形 是 5 为 超 平面 ， 这 时 是 P(E) h 
一 点 ,而 D(m) 是 经 过 这 一 点 和 普 的 直线 ， $845.19 UD 
入 是 代数 闲 域 , 则 GPCE) 的 所 有 对 合 都 如 上 所 述 , 因 而 几何 结构 
是 很 简单 的 。 

64.8 交 比 与 域 的 结构 . 怎 梯 从 一 条 射影 直线 上 看 出 域 的 结构 ? 
更 确切 地 说 ， 如 果 辟 如 说 已 经 给 定 射影 直线 DD 上 的 五 点 0, , с, 
d, e, Ë [a, b, c, d] + [a, b, c, e] == (а, b, e п 《相应 地 ， 


e pis 


[2, b, с, d][ 4, b, с, e] = [a, b, e, g1) 的 第 六 个 点 f (相应 地 ， 
е) Ло 仿 射 几 何 基本 定理 (参见 2.6.3) 启 示 我 们 , 根据 仅 有 的 
几 种 直线 相交 结构 , 是 可 以 找到 了 和 8 的。 其 实 即便 从 2.6.6.4 的 
证 明 也 能 看 出 这 一 点 ; 这 只 须 把 a 放 在 无 穷 远 处 并 如 2.6.6.4.1 和 
2.6.6.4.3 那样 作 图 ,看 看 在 距离 有 限 处 图 6.4.8 和 6.4.9 是 怎样 的 就 
тї. ЧХЕ РЮА ЧЕТА, ЕН 2.6.1 ЯГ ERA 
是 不 可 或 免 的 . | 
6.4.9 ”保持 调和 分 割 的 映射 . 根据 同样 的 思想 ,由 6.4.5 和 5.4.8 可 
Al: 从 射影 直线 到 自身 的 ,保持 任意 四 点 的 调和 分 割 的 双 射 
f:D >D, 

不 会 是 一 个 任意 的 映射 ， 而 很 可 能 是 半 射 影 映 射 。 实 际 上 也 确实 
如 此 ， | 
6.4.10 ”命题 (von Staudt). i D = P(E) 是 射影 直线 ， f:D — D 
是 双 射 . ÆDE la, b, c, d] = —1 ЕЧ Да, b, c, d 总 
有 Efla), 1), Fe), 1(4)] = —1 的 充 要 条 件 是 存在 半 线 性 映 
Е-Е 使 了 一 

条 件 是 充分 的 ， 若 o:K 一 KK 是 K 上 任 一 自 同 构 ,，f 关于 o 
半 线 性 , 则 对 九 的 任意 四 点 有 : 

[f(a), #02), 0с), }(4)] = alla, b, c, 4]); 
但 从 o 是 自 同 构 即 得 o( 一 1) = —1. 
` ”条件 是 必要 的 : 设 OK = D, W СР(Ё) 中 适当 的 元 素 & 使 
得 0, 1 和 oo 在 fog 下 不 动 (参见 4.6.9); 但 fog 是 保持 调和 分 
割 的 ， 所 以 最 后 可 假设 了 是 保持 0, 1, co 不 动 的 .于 是 f 保持 
К = KNco 不 动 。 考察 EK — K; 由 6.4.2 有 
Е (=>) = f) + fi + fo) Vx, y € K, 


由 此 , 取 y = 0 BU (x y) = JG) + IG) Vx,y€ KK， 就 得 出 
xà fx) z 
=) 2 Vi. 


现在 应 用 64.3; 四 点 (1, 2, х, 一 *} MR ERA NL, E 
aee 


UD = 1, 169, 1G), K = — 160) 亦 然 ; 于 是 出 GAS 
Ж {у= (CO Y. 把 x 换 成 x 十 7， 就 得 бху) == f(x)1(y). 
这 样 ， f K>K 就 是 域 自 同 构 。 00 

6.4.11 推论 (参见 2.6.4), 实 射影 直线 上 保持 亩 和 分 割 的 双 射 必 
是 射影 变换 ; 苦 它 是 揽 射影 直线 上 的 这 样 的 连续 双 射 则 必 是 射影 
кши HL 18.10.2.4).. | 


6.5“ 交 比 与 对 偶 ;应 用 


一 条 P(E*) 的 直线 , 即 一 条 “ 超 平面 的 直线 ”是 什么 9 2.4.8.1 
的 结论 给 出 了 回答 (参见 4.1.3.5); 
651 命题 。 P(E*) 的 一 条 射影 直线 人 称 为 P(E) 的 一 束 超 平 
面 (dim (P(E)) — 2 时 称 JERK, dim(P(E)) = 3 时 称 为 平 
面 束 )， 存 在 PE) 的 一 个 余 维 数 为 2 的 子 空间 V, & 

= (R< (E): HOV}; 

反之 ， 对 任何 这 样 的 V, FÆ {HE QC (E):HOV) C P(E*) 是 
一 条 直线 . TB, Ve РОМУ Е Е ЛЧ ОНЕ Д, 

一 个 简单 而 有 广泛 应 攻 的 结论 是 ; 
6.5.2 ”命题 . 设 (H;),— HEU EE ECL = АНДАА 
属于 余 维 数 为 2 的 子 空间 所 对 应 的 ' PCEY 的 性 个 超 平面 束 ; р 
是 PE) 中 一 条 直线 ，DPY =) gy WJ vi; 集合 DH, RE 
一 点 如, 而 且 有 交 比 的 等 起 [z] = [H;j, Зора ERDE 
计算 ， ЖЭНЕ УОН ЗР MORIS. РСЕ") 的 直线 上 计算 


6.5.3 318. 设 人 是 一 一 起 平面 ,7 是 相应 的 了 空间 , ра- zi 
不 相交 的 坦 线 , 则 里 射 э гё 
ASH —Hnpepu E аала 


RT Isom(A5D).- 
SW H; K€ A 是 不 同 的 超 平面 ， а = DNH, Б = DAK, 
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p, b€ E* ЕН = r(9 (0), K —2(57(0)); 则 可 将 p, ф 法 


Z 


М" ` 
| A 


图 6.5.3, 


化 ,使 得 对 适合 Р(х) = a 和 Р(у) = 5 BS х,у 都 有 
plr) = — ф(х) = 1. 
这 样 就 有 | 
D = {p(x + ну):(А, а) € К?\0}, 
A = {Р((&ф + nd) '(0)): (£, 3) € КО}, 
当 tp = 14 时 ,全 的 一 个 元 素 与 D 的 交集 可 写 为 
(£o + q4)(Ax + uy) = 0; 

mÆ P(K2) L, n= «A 就 是 PA, и) == PE, з), БЕ 
A! | : 
6.5.4 ЖИ. H, 和 DD 的 四 个 交点 的 交 比 不 依赖 于 D. 
6.5.5 Thales 定理 ， 第 二 种 证 明 ( 和 参见 2.5.1). 

现在 XX 是 一 个 仿 射 空间 , H, H, H” 是 三 个 平行 超 平面 ; 在 
X 的 射影 完备 化 空间 台中 ,我 们 得 到 四 个 超 平面 A, A, Я”, оох, 
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它们 构成 一 个 超 平面 束 . 由 6.5.2 506.25, 就 可 推 得 定理 . 
6.5.6 ”类 似 地 , 可 以 计算 仿 射 空间 中 共 线 四 点 а, 5, с, 4 的 交 比 
如 下 : 作出 图 示 的 结构 (它们 应 是 平面 图 形 )。 直线 abc 应 
与 直线 《m, d) 平行 ;于 是 _ | 

la, b, e, d] = £. 

C 

对 两 直线 a,b,c,d а, Б, с 应 用 6.5.4， 再 由 6.2.5 即 可 得 
到 上 式 . 由 此 可 以 引出 -- 个 关于 交 比 的 纯 仿 射 的 ( 即 度量 的 ) 初 等 
的 定理 . | | 


图 6.5.7. 


6.5.7 ”一 点 关于 两 直线 的 极 线 ， 设 D 和 D' 是 射影 平面 上 两 条 相 
RER, DUD 是 平面 上 一 点 , 则 经 过 * 的 一 条 直线 交 D, D' 
于 m, m'; z 关于 т, wm” 的 调和 共 罗 点 决定 一 条 经 过 DND' 的 
HR, BD PCE*) 中 使 [D,D',F,《r,DND')] = 一 1 的 直线 下， 
称 为 x 关于 (D, D') 的 极 线 〈 这 一 名 称 的 由 来 可 见 14.5.6)， 根 
据 极 线 的 概念 ,我 们 可 以 重新 证 明 6.4.4, HH, а' 关于 (o, 4), 
(8, b) 的 极 线 是 相同 的 ,从 而 它 经 过 a 和 c (图 6.5.7). 
”6.5.8 下面 两 个 对 偶 的 结论 ,其 证 明 是 相仿 的 : 

设 {a,b,c,d}, (o, 0, cd) 分 别 是 两 个 由 共 线 的 相近 
四 点 构成 的 点 组 ; WER (>, Р), (e, с), (d, 2) e [4a， 
b, c, d] = [a, b, c, d]. 对偶 的 结论 ， 设 射影 平面 上 有 了 两 个 四 
点 组 ， 分 别 由 属于 超 平面 束 (D, E, F, G) 和 (D, E', F', G') 
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的 相 蜡 四 点 所 构成 ; 则 点 BEnE'，FnF' 和 СПС 共 线 的 充 要 
条 件 是 
[D, E, F, G] = [D, E', F', G']. | 
6.5.9 6.5.8 可 以 换 一 种 说 法 。 现 仅 叙述 其 中 一 个 结论 : m, m 
是 射影 平面 上 两 点 ,它们 生成 两 个 直线 东 A, A', WEEAO А Ж 
射影 变换 ，f€ Isom(A; А’), FIE 
Кт, m'>) = (т, m’), 
W {DN1(D):DE A) НЕ (т, m) 19—898 5 А. Ж 
16.1.4 中 我 们 将 会 看 到 , 当 m, m')) = (m, mY BF, 
{DNf(D):DE A} 
Віт mH. 


6.5.8, 图 6.5.9. 


6.5.10 У БЗ. VE (т, loa, aa 是 一 个 射影 标 架 ， z 
是 任意 一 点 ;根据 4.4.3, 这 点 在 标 架 下 有 坐标 (x1,**'*, хан), dE 
不 计 纯 量 的 差别 的 情况 下 ,坐标 是 定义 好 的 . 因此 ,它们 是 由 两 两 
之 比 xxi 所 确定 的 ,这 些 比 值 在 几何 上 表示 什么 呢 ? 
6.5.11 命题. 设 已 给 定 两 个 指标 4j. H WHENA 
平面 : | 

Н, = im, tty fis бу iy ttt, Mayis ть)» 

Н = (m't, Hh, tty fj, ttt, Mayis х); 
pu 
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一 = [mi, mi, (xi, si) (YH, С, x. — 
在 所 取 标 架 相 应 的 基 {ега (参见 4.4.2) F , 82 xa 
x;) CHAKER (А, в), БИЗА 
| (2, и) Б» (Ae; + рез). 
我 们 有 m E mE 
(1, 0) > 2Ce;) = m;, C0, 1) t P(e;) = mi, ` 
(1, 1) I ple; + e) = (x xmi, 
O Cæ, xi) — P(<;e; + е) = (xi, xi) H, 
这 样 就 证 明了 6.511 (用 到 6.1.6). 


66 射影 直线 的 射影 变换 


有 关 群 GP(K) (或 GPO), EP DENKER, KAARE 
是 同 构 的 ) 和 СРОК) 的 子 空间 以 及 GPCR) 中 元 素 的 研究 ,已 进 
. 行 得 很 深入 , 尤其 是 在 K = R 或 C 的 情形 ; 其 中 涉及 的 群 都 很 
简单 ,但 与 大 量 的 分 析 、 数 论 和 微分 几何 的 概念 有 着 联系 。 我 们 在 
这 里 上 只 给 出 几 个 很 初等 的 结果 , 它们 是 很 不 全 面 的 ; 若 想 作 更 系统 
的 研究 ，[GN] 是 一 本 很 好 的 参考 书 ， 可 参阅 其 中 第 IV E. 我 
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们 尽管 不 作 详细 讨论 ,但 还 是 给 出 了 为 数 众 多 的 参考 书目 ,尤其 是 
新 近 应 用 这 些 群 所 做 工作 的 有 关 文 献 。 
6.6.1 命题 . 设 刀 是 代数 闲 域 扩 上 的 射影 直线 ， 
fE GP(D), f = 14, 

则 f 有 一 个 或 两 个 不 动 点 。 Жа, b 是 / 的 两 个 相 异 的 不 动 点 ， 
则 交 比 [a, 2, m, f(m)] 在 DMa,5) 上 上 是 属于 KMO0,1) 的 
常数 ,反之 ,对 每 一 KEK\{0, 1}， 等 式 [а, b, m, f(m)] = К Æ 
D 上 定义 了 相 异 不 动 点 4, b 的 一 个 射影 变换 。 E f 只 有 一 个 不 
动 点 а, f 必 为 仿 射 直 线 PD\{a} 的 平移 . 
6.6.2 根据 4.5.17, 我 们 知道 了 至少 有 一 个 不 动 点 (有 些 十 典 文献 
中 也 称 为 重点 ), 由 4.6.9 又 可 知 了 不 能 有 两 个 以 上 的 不 动 点 。 现 
在 把 一 个 重点 26 D, Ка) = a， 放 在 无 穷 远 处 ,f 就 限制 为 仿 射 
直线 DN {а} 的 一 个 仿 射 则 构 ; 在 一 维 的 情形 它 必 定 是 一 个 扩张 
(参见 2. 2.3.5.12), 因而 是 一 个 位 似 或 平移 ;者 是 以 为 中 心 的 位 似 ， 
就 有 6bj(m) = köm Ут D\{4}， 由 此 根据 6.2.5 就 证 得 命题 结 
ie. ытаан, SEM [z, b, m, f(m)] 的 常 值 由 
下 述 引 理 给 
6.6.3 m " D = P(E), H gcGL(E) (Bf = g; жа, b€ D 
В. р АНЛА А, ХА 和 4 是 与 特征 值 x.» € E 相应 
并 使 р(х) = а, pG) = b 的 8 的 特征 值 ; 则 Vm € D:[a, b, m, 
f(m)] = An. 

取 射 影 标 架 {a,8,m} 29 a= ple), b= ple), m= 


Pate) еж (O ，)， 于 是 有 


f m) = P(Ae, + иез), 
因此 由 6.1.6 即 得 结论 。 
6.6.3.1 若 基 域 不 是 代数 闲 域 ， 只 要 有 一 个 重点 ，6.6.1 仍 成 
立 。 因 此 命题 只 是 在 没有 重点 时 才 不 成 立 , 例如 


co 
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时 ,用 5.2.4 的 写法 就 是 : _ 
:上 > 一 二， co > 0, 0 — c6, 


66.4 ” 象 焦点 与 物 焦点 。 在 没有 重点 的 这 种 一 般 情形 ， 总 可 将 射 
影 变 换 表 述 如 下 。 把 射影 直线 写 为 D = XUco, 其 中 X 是 仿 射 直 
Ak (或 者 等 价 地 ,在 D 上 取 一 点 称 为 0)。 点 a = f (00) (相应 
Й, Б f(00)) KA T€ GP(D) 的 象 焦点 (相应 地 , 物 焦 点 ); 若 
oo 不 是 重点 ,就 有 a, bE X. H 6.1.4, 有 ' 
[оо, 24, m, n] = [2, со, f(m), f(] Vm,n€D, 

应 用 6.2.5 和 6.3.1 BI f&- 
6.65 эң от .5j(m) = ling, 26 — ODD. 
am |. bf(n) 
如 果 知 道 两 个 焦点 和 两 个 象 点 (n, f(x))， 由 上 式 即 可 确定 f. 
另外 还 可 有 a = 4. | 

“焦点 ”这 个 名 称 来 自 几何 光学 ;射影 变换 是 这 样 的 变换 , 它 在 
一 个 符合 Gauss 近似 条 件 的 有 心 光学 系统 中 , 把 系统 的 轴 上 的 一 
点 映 成 它 的 光学 象 点 。 为 了 说 明 这 个 映射 正 是 在 轴 上 补充 无 穷 远 
点 所 得 直线 的 射影 变换 ， 还 可 以 这 么 考虑 : 经 典 公式 已 说 明 这 个 
映射 是 关于 平面 或 球面 的 届 光 面 或 镜面 的 射影 变换 ， 而 有 心 光学 
系统 根据 定义 系 由 有 限 多 个 屈 光 面 或 镜面 (或 : 屈 光 面 和 镜面 ) 合 
成 ;有 限 多 个 射影 变换 的 合成 仍 是 射影 变换 ， 人 参见 4.5.9。 有 关 几 
何 光 学 ,例如 可 参见 [4-B], 第 4 章 ， 5 50505 | 


Е! 
C 


图 6.6.5.1. 


666 几何 结构 。 关于 直线 的 射影 变换 的 几何 结构 ,可见 
16.3.10.1., 
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| 图 6.6.5.2, 
SIE] H。Bouasse，< 初 等 几何 光学 ?。 巴 黎 Delagrave 出 版 社 。1917 年 . 


6.6.7 附注 .在 下 节 讨 论 对 合 射 影 变 换 之 前 ， 先 列 出 一 些 讨论 身 
影 变 换 及 其 在 不 同 数 学 分 支 中 应 用 的 一 般 参考 条 目 : 

[GN1, 第 IV X; 

微分 方程 : 6.8.12; 

自 守 函数 : H, [SA]; 

双 曲 几何 : 见 第 19 X; 

各 种 有 趣 的 几何 应 用 : [VL]; 

作为 球面 5° 实现 的 复 射 影 直线 的 射影 变换 :” 见 18.10.2.2 和 
[CH2], $8 183 Di. 


67 对 合 


6.71 定义 .射影 直线 的 射影 变换 f 若是 对 合 的 ， mm Р = Idp, 
而 且 f = 14p， 则 称 为 射影 直线 DD 的 对 合 . 
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下 面 会 看 到 ， 这 个 定义 跟 通 常 的 对 合 定义 稍 有 些 不 符 ， 通 常 
了 一 Id 的 情形 是 可 以 允许 的 。 由 6.6 即 可 得 出 : | 
67.2 命题 ， 若 对 合 f 有 一 个 不 动 点 ， 则 它 必 有 两 个 相 异 不 动 点 
2, 5， 而 且 对 每 点 m,i 是 通过 La, b, m, f(m)] = 一 1 来 定义 
的 ;在 一 般 情形 下 , 可 用 仿 射 的 方式 号 为 

О am ат) = 常 值 ， | 
其 中 同时 是 9 S ifa a, TA зн ERRER, f 
总 可 写 为 [ay b, m, f(m)] 一 一 1; 当天 一 及 时 ,或 者 f 有 不 
动 点 ,或 者 它 在 某 个 仿 射 标 架 下 可 写 为 am afm) 一 一 1， 
对 合 的 一 些 简单 的 性 质 可 归纳 为 下 述 命题 : 
67.3 ”命题 .任何 射影 变换 是 至 多 三 个 对 合 的 乘积 。 射 影 变 换 ) 
是 对 合 的 充 要 条 件 是 存在 m 使 F(m) = m B. f(m) я т. 矩阵 


为 4= (©) 的 射影 变换 是 对 合 的 充 要 条 件 是 4 的 迹 一 a+ 


d = 0. 
O 著 虑 对 合 的 合成 时 ,可 以 只 考虑 f 有 一 个 不 动 点 的 情形 ,并 将 
这 点 取 为 co ;根据 6.6.2, j 就 是 一 条 仿 射 直线 的 平移 rrt 
或 位 似 x Ax. 在 第 一 种 情况 , 将 rr Ж rtr 
这 两 个 对 合 合成 起 来 ,在 第 二 种 情况 ,将 ri Ax 和 Рә lx 
合成 起 来 . | 

BU т = 0 ЯП f(m)-— оо, W) j(c0) = 0; 根据 5.2.4 的 式 
子 , RE ¿= 0, d= 0 H a=0, Nik Ж ¿— ble, ix 
一 个 对 合 ， | | | 


Яң 


MGO = (° ^), 


а? + bc | nad 
c(a + d) bc + d 
如 果 要 f = d, W (а t d) = clat d) = 0, 因而 十 4 一 0 
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M (f) 一 人 


应 排除 的 . C | 
6.7.4 X. 读者 容易 验证 下 列 论断 : 一 个 对 合 可 由 两 对 象 后 


Ca, f(a)) fü (0, f(0)) (a = 5) 确定 ,两 个 不 同 的 对 合 有 一 对 公 


共 的 象 扎 ， 而 且 当 KK 是 代数 闭 域 时 这 对 公共 象 扩 是 唯一 的 .这些 
论断 也 可 从 相应 的 几何 构造 中 推出 , 这 些 构 造 将 在 16.3.10.1 中 给 
H. 在 关于 锥 东 的 Desargues 定理 中 也 将 人 碰 到 对 合 :” 见 16.5.4, 
最 后 ,请 参阅 [GN] 的 第 IV 章 , 关 无 此 书 也 可 参看 14.8.16, 


6.8 Ж zj 


6.8.1 it 2, 2, m, n, t 是 射影 直线 上 相 蜡 五 点 ;证 明 
[2, 2, m, n][a, b, n, P]la, b, P, m] == 1, 


6.82 ”利用 6.5.8 证 明 Pappus 定理 和 Desargues 定理 (参见 5.4.1 


和 5.4.3), , 

| x+ i = 
| tL, МЕНЕ Э 
点 与 函数 x ta r= —-®) (ИЙЕТ оар 
Ж. E 


对 得 相应 的 射影 变换 的 性 质 ， EUR, Come id. PER 
光 镜 ,球面 思 光 镜 , 薄 透镜 , 厚 透镜 ;并 讨论 该 蔬 中 给 出 的 各 种 化 简 
AU. 

6.8.8 H K — R x C, 根据 射 影 直 线 的 射影 变换 了 的 性 质 ， 讨 
论 重 复 n 次 的 变换 j^ (2€ Z) ДЕЖ, 

6.8.6 天 一 人 时 ,每 个 射影 变换 是 两 个 对 合 的 乘积 吗 ? K = R H) 
WE? | 

6.8.7 设 f 是 有 两 个 相 异 重点 a, 2 的 射影 变换 ;证 明 (QR, 1/43. 
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82 b — c= 0. 后 -各 情形 下 一 ,而 由 于 4d ecd 


6.8.4 找 一 本 几何 光学 的 书 ( 例 如 ,[A-B]， 第 4 章 ), 讨论 与 下 列 


em im 


xXx. E ERE ( ° ^Y 证 明 {K 1/6) E Fp ROR: 


(ad — be)& — (a! 十 2pc Td) (43 — be) 一 0, 
6.8.8 在 6.8.7 的 题 设 条 件 中 再 加 上 K = C. 车 复数 (或 1/%) 
的 模 是 1, 则 称 了 是 椭圆 型 的 ， E 《是 正 实 数 , 则 称 了 是 双 曲 型 的 ， 
在 其 它 情 形 下 称 1 ERER, 证 明 : ”车 将 MO) 法 化 ， 即 置 
ad — bc = 1, ИШ f gx = а +4, 可 将 上 述 三 种 情形 分 别 表 
| ОШ a + 4 ЖН. la + d| <2, | 

РЕЙН M а Td 是 实数 且 la * 4|. > 2, 
B 了 于 是 斜 驶 型 <> + 4 不 是 实数 ， | 
在 三 种 情形 下 ， 分 别 讨论 f" (n€ Z) 的 性 态 . | 

为 了 说 明 “ 斜 驶 ”这 个 词 的 由 来 ， 以 后 将 证 明 在 Riemann. 球面 
CUco 上 同一 点 = 处 ， PG) 都 属 于 该 球面 的 一 Жаа (参见 
18.1.82 Җ118.11.3). | МОН 2 t 


63.9 i% f ECU co 的 射影 变换 ;证 明 : 设 f RIEN (° И] 


y f ЕЗЕШ H = (z€ C: Im(z) > 0; 稳定 的 充 要 条 件 是 Я, 
b, c,d 都 是 实数 而 且 ad 一 5c 0. 作为 6.8.8 的 特例 , 在 这 种 
情形 下 讨论 f 以 及 加 的 不 动 点 的 性 态 。 证 明 :， É f ü z dËH 
不 动 ,而 且 可 交换 , 则 它们 必 有 相同 的 不 动 点 . 
6.8.10 沿用 6.3.2 的 记号 ， 证 明 {4} 的 稳定 群 同 构 于 S 而 且 当 
К > F, 时 这 个 稳定 群 的 作用 是 一 意 的 。 ， | 
6.8.11 iX s^ + ёх + ск + dx + е = 0 是 C 上 的 四 次 方程 . 
a,b,c,d 满足 什么 条 件 时 这 个 方程 四 个 根 的 交 比 在 {一 —7} 
中 (参见 6.3.2〈i))? 若 要 四 根 成 调和 分 割 ， 条 件 又 如 何 ? (ж 论 相 
当 复杂 .) 最 后 ， 将 四 根 交 比 的 六 个 值 都 写成 a, 2, с, d, e 的 本 
数 (非常 繁复 ;参见 [DX], 第 43 一 51 页 ). 
6.8.12 Ricatti 方程 . 对 连续 函数 a, b, с:[а, 81 >R, %18k 
的 Ricatti 方程 的 下 列 微分 方程 ; 
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TO = a 十 bCOY 十 cC) ; | 


ER. 


5.8.13 эк HE MAN, ERK ЮТ. 维 向 量 空间 , а, b, c, 4 是 


射影 直线 P(E) LARIA., 若 存在 w,vEE 使 а = plu), 
b = ple), c = plu + v), d = p(su + r), 则 称 这 样 的 EEK 
b 
Жа ж (а, Б, с, d) 的 交 比 , 记 为 |” °|. 证 明 |^ °] ж 
交换 群 K* 的 元 素 ( 关 于 内 自 闻 构 ) 的 共 圈 元 素 的 集合 。 SEAE 
明 逆 命题 。 讨 论 这 两 个 命题 与 本 章 中 关于 交 比 的 内 容 的 联系 。 
6.8.14 设 天 是 紧 凸 集 , 从 而 边界 点 集 是 由 有 限 维 实 仿 射 空间 的 端 
点 组 成 的 ， 而 且 内 部 非 空 。 定义 函数 dik x КВ ШТ: 
d(m,m) — 0 Vm € К, M ms n ËB m, nek Bi | 
s щы, n) 一 二 | log([m， n, a, £1)|, 


其 中 a, B 表示 直线 m, n 与 x 的 边界 的 两 个 交点 . UB ДЕЛЕ 
义 好 的 ， 并 使 K 成 为 度量 空间 . 证 明 : 只 要 m, n€ K, 总 存在 唯 
一 的 一 条 从 生 到 = 的 最 短路 径 ， КП28: [m, n] (参见 ‚ 9.9.5). 
6.8.15 ”讨论 非 交 换 的 体 上 的 射影 直线 的 射影 变换 . 
6.8.16 证明 CUco 中 任何 使 单位 圆 盘 D 一 (z€ C: " 1< 1} Ж 
体 稳 定 的 射影 变换 都 有 下 述 形式 : 
jp 9 d- £s 

1 十 202 
CERM, |] < 1); 证 明 这 些 射影 变换 所 成 的 群 在 马上 双重 
可 迁 (参见 1.4.5) HRI 6.8. 14 中 定义 的 Ò LER, 试 与 19.6.9 
比较 .。 
6.8.17 E (2); 是 射影 平面 上 相 异 五 点 ;其 中 前 四 点 构成 射 
YRR. WER (а, a) 为 da. 证明 恒 有 | 

[d,, dis dus 4,114», dn, dus 21183, дз, ds, dss] ` ©], 


证 明 ， 存 在 射影 变换 将 Dies 变 到 Uas 的 充 要 条 
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ú ze 


di dig 


件 是 下 列 两 式 成 立 : 
(4,2, dis, dy, às] = = . (25, ду, du; dis], 
[d;., dn, du, 05] 一 [d5, d5, dA, 221, | 
其 中 di = (a, а). 推广 到 任意 有 限 维 射 影 空间 的 情形 . 
6.8.18 讨论 非 交 < 换 体 情形 下 的 调和 分 割 概念 这 时 6.4.10 会 变 
成 怎样 ? 
6.8.19 为 什么 在 图 6.4.8 中 没有 画 出 < A? 
6.8.20 ERE. 设 $S 是 R 的 一 个 直 纹 面 ， 即 R’ 中 一 族 以 :为 
参数 GOB R 的 开 区 间 DND 的 直线 的 并 集 |) DO. 假设 在 


D(5) (te I) 的 每 点 wr 处 ,曲面 5 是 R’ 的 微分 子 流 形 ,并 记 严 处 
的 切 平 面 为 T(m); 证 明 mE Tlm) 是 射影 变换 或 曾 上 映射 。 试 
与 14.4.4 比较 ， 

6.8.21 ix @ 是 三 维 射影 空间 中 的 一 个 四 面体 ， рж 条 直线 . 
证 明 DD 与 名 的 各 面 的 四 个 交 扩 的 交 ш. E 的 各 
顶点 的 四 个 平面 的 交 比 ， 

6.8.22 311255] 14.8.16, 


图 6.8.17. 
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第 7 章 я M 

本 章 的 目的 是 以 内 在 的 方式 定义 实 向 量 空 间 、 实 射影 空间 和 
实 仿 射 空间 的 复 化 空间 。 然 后 讨论 仿 射 和 射影 映射 以 及 子 空间 的 
复 化 问题 ， 最 后 证 明 (第 7.6 节 ), 从 一 个 实 仿 射 空间 出 发 , 先 将 它 
射影 完备 化 ,再 将 这 个 射影 空间 复 化 , 跟 先 将 它 复 化 再 将 复 仿 射 空 
间 射 影 完备 化 是 一 回 事 。 在 以 内 在 的 方式 引进 欧 氏 念 射 空间 的 虚 
图 点 概念 时 ,将 要 用 到 上 面 的 结果 (参见 9.5.5), ' 

Аяй X63558 03258 ERES PHARE, 在 我 
们 的 论述 中 就 不 会 有 什么 实质 性 的 困难 ; 但 因 这 种 构造 性 的 论证 
很 宛 长 ， 在 引言 中 先 作 了 一 香 很 初等 、 很 简捷 、 但 并 非 内 在 的 概 
Ж. 


|i dm C HS (0, 1). | 
7.0 B| 言 


101 我 们 需要 复 化 各 种 不 同 的 对 象 ， 举 例 来 说 ， 复 化 实 向 量 空 
间 及 其 自 同 态 ， 以 找 出 特征 平面 (7.4.3)， 复 化 欧 氏 空 向 及 定义 
这 些 欧 氏 空 间 的 二 次 形式 ， 以 得 到 迷 向 元 素 并 找 出 相似 性 的 特 所 
(8.8.6.4), 复 化 射影 空间 , 以 得 到 虚 圆 点 (9.3.5)。 这 里 要 用 到 数学 
上 的 一 个 基本 原理 :正如 Hadamard 所 说 的 ， 两 个 实 的 情形 的 结 
论 之 间 的 最 短路 径 往 往 要 经 由 复 的 情形 .” 

1.0.2 一 种 最 简单 的 ， 对 于 本 书 亦 已 敷 用 的 做 法 如 下 : A RAE 
有 限 z 维 向 量 空间 E, 先 取 E 的 一 个 基 , 并 通过 

E23x-(x,-:,x,)—— (zi, х) € С" 

ЖЕ АС", Жинү, RE z 在 所 取 基 下 的 坐标 。 对 有 限 z 维 的 实 
念 射 空间 ， 做 法 也 是 一 样 的 ， 先 取 仿 射 标 架 、。 再 在 C” 上 引进 自 
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然 的 仿 射 结构 (参见 2.2.1), 若 要 复 化 欧 氏 空间 并 同时 复 化 定义 
该 欧 氏 空间 的 二 次 形式 , 则 可 如 上 所 述 地 取 基 并 作 嵌 和 人 Е С", 
AA RRI AIEA RAE F 4429 Deili Xiti, 现在 就 在 C"* 上 
引进 二 次 形式 2uidiizizi Ү(2,, tt » Zn) ЄС”, 至 于 复 化 实 射 影 
空间 rf NISL e X HA RES UTR E LR [8] 出 发 ， 
以 得 出 复 化 的 射影 空间 。 

最 后 ， — m РРР: | 
是 它 的 射影 完备 化 空间 (参见 5.1) ,而 我 们 要 同时 复 化 X 和 X, 使 
所 得 的 复 射 影 空间 是 所 得 的 复 仿 射 空 间 的 射影 完备 ФЕ 25А]. .不 
过 , 取 X 的 仿 射 标 架 后 ,这 问题 不 难 解 决 ;沿用 5.0.2 的 记号 ， 我 们 
Xt X ТЕ C" rn E 4p, FERA X — С” 如 7.0.2. X 的 射影 完备 化 空 
[a] X аР PC), ЖА X — P'(R) 则 是 

E (x1,***, х.) (zy ха 1). 

但 pr(R) 的 复 化 空间 自然 是 P(C), A% POR)CP'(C) 显然 
是 一 个 包含 关系 ;这 样 , 由 {81,…… Za) I—9 P(zr,"… 26, 1) 给 出 
的 嵌入 C^ — P(C), ЖЕМ с” РИТЕ 
(C^ 是 复 仿 射 空间 )， 因而 下 图 是 交换 的 : 

7.0.2.1 

— 


СрО), 
ЖЕЕ ЭЛЕЕ (ЖЫЗАК ОЕ. 
74.3 ”上 面 的 做 法 对 本 书 来 说 已 经 够 用 。 不 过 , 7.0.2 中 的 构造 过 
程 有 一 个 根本 的 缺陷 ,就 是 作为 痢 提 地 涉及 到 了 坐标 的 选取 ;这 种 
美中不足 或 许可 以 说 成 有 违 于 数学 思维 上 的 探索 精神 、 形 式 上 的 
完美 典雅 和 构造 上 的 内 在 性 要 求 。 这 个 问题 并 非 自 今日 始 ; 关 
于 7.0.2 的 构造 ,围绕 着 “Poncelet 连续 性 原理 ” 在 历史 上 引起 过 
长 久 的 论战 。 下 面 摘 引 两 县 文 字 。 第 一 段 引 自 [GX] ， 第 .72 页， 
是 阐述 上 述 原理 的 ， “假想 有 一 个 由 点 、 直 窟 和 曲线 组 成 的 图 形 
,并 假定 图 形 下 通过 连续 变形 改变 位 置 .假定 在 这 个 图 形 到 达 的 
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RAEE P 处 , 它 的 某 些 元 素 成 为 虚 元 素 ,那么 ,原先 运用 这 些 元 
索 建 立 起 来 但 与 这 些 元 素 本 身 无 关 的 了 的 性 质 在 F 中 仍 保持 .” 
这 一 原理 涉及 代数 几何 ,已 超出 复 化 空间 的 讨论 范围 ,而 我 们 在 这 
里 摘 引 它 ,-- 方 面 是 由 于 它 在 历史 上 的 作用 , 另 一 方面 则 是 因为 它 
与 7.0.2 有 某 些 联系 .第 二 段 引文 摘自 [DX], 第 15 页 , 原 书写 于 在 
几何 中 刚 开 始 使 用 复数 到 用 内 在 方式 进行 复 化 的 过 渡 时 期 ，“ 然 
而 ,在 此 先 回 答 一 种 反对 意见 是 不 无 神 益 的 ， 这 种 意见 是 由 Von 
Staudt 对 复数 的 解析 理论 所 出 的 ， 但 同样 也 适用 于 上 文 阐述 的 内 
容 。 这 位 神学 的 几何 学 家 声称 ， 虚 点 (如 同 我 们 所 定义 过 的 ) 可 以 
说 只 是 一 种 依赖 于 坐标 轴 的 存在 。 这 种 责难 可 以 针对 用 到 这 样 的 
轴 的 一 切 讨论 ， 为 了 回答 这 种 责难 ， 只 须 证 明 当 一 个 呆 点 属于 一 
个 或 几 个 曲面 时 。 坐 标 改 变 后 它 仍 属于 这 些 曲面 。 如 果 对 实 点 已 
证 妥 的 坐标 变换 公式 对 虚 点 和 无 穷 远 点 仍 适 用 的 话 。 上 述 结论 就 
是 不 言 而 喻 的 了 .” 

7.0.4 “于 是 ,一 种 折 变 的 办 法 是 ， 用 7.0.2, 但 在 每 一 步 ,只 要 有 必 
要 ， 都 验证 一 下 在 复 化 空间 所 讨论 的 对 象 只 与 原 空间 的 这 些 对 象 
有 关 , 而 与 所 取 的 基 无 关 。 举例 来 说 ,在 同时 复 化 -- 个 欧 氏 向 量 空 
间 及 其 二 次 形式 时 ， 我 们 可 以 验证 复 化 空间 的 迷 向 锥 只 与 这 个 欧 
KARAR. 

7.05 ”以 上 的 分 析 说 明 ,对 7.0.2 所 说 的 构造 给 出 一 种 内 在 的 表述 
是 不 无 好 处 的 ; 这 正 是 这 一 章 的 目标 。 但 是 ,为 了 得 到 那 点 神 益 ， 
最 终 要 花费 相当 大 的 代价 ; 正 因 如 此 ,我 们 一 则 在 7.0.2 就 具体 说 
明了 复 化 的 结构 不 是 内 在 的 ,但 很 清楚 )， 二 则 将 本 章 写 得 很 多 
约 .第 一 ， 未 给 出 非 关 键 的 证 明 的 细节 ， 有 些 内 容 的 癸 述 也 很 简 
上 略 。 第 二 ,为 了 写 起 来 方便 , 读 起 来 又 不 费 神 。 我 们 只 定义 具体 的 
规范 复 化 ,而 没 定义 更 好 的 (然而 代价 也 更 高 的 ) 复 化 概念 (定义 这 
个 概念 必须 证 明 在 不 计 同 构 差别 情形 下 的 存在 性 和 唯一 性 )， 关 
于 这 种 漂亮 的 定义 方法 ,可 见 [FL]， 第 144 一 155 页 . 

106 附注， 读者 可 能 会 想 , 复 化 的 概念 是 否 还 能 推广 呢 ? 对 此 ， 
例如 可 参阅 [GN], 第 IV 章 中 关于 二 次 扩张 的 内 容 (扩张 COR 
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CA 实 向 量 空间 的 复 化 


复 化 一 个 实 向 量 空间 ， 就 是 将 它 嵌 人 到 一 个 尽 可 能 小 的 复 向 
2, REKREACE, WEAH aR EROE 
定义 : 

111 定义 . 设 是 实 向 量 空 间 , EREE, 认为 ке, auem 
有 下 述 C EHE МЕНЕНГЕ x E: 
(x,3) + GL Уу (е ауу 9), 
(A + ін) (ж, у) == (Ах — ру, 4y + их). 
我 们 通过 xi 9 (2,0) MEE CA, Ес, Ec 到 自身 中 的 对 合 映 射 
с: (х, y) — (x, —») 
Жк Есці ORAH. RTE 
E = Кег(о — [dzc) = íz € Ec. (2) 一 z). 
7.1.2 注 E 
| 7.1.2.1 ЖЯ o 是 半 线 性 的 : olz) 一 Xon). 

7.1.2.2 有 了 7.1.1 之 后 ,我 们 看 到 (9,0) = (0, у) у, H 
Юа (х,у) = x ту 和 ЕС = EDE, GEEROUA - 

> olx + iy) = x — i}, | 
这 就 说 明了 "zi cL BE A, um. 
7.1.23 复 化 空间 的 其 它 定 义 例 如 有 : : 


E^ — L«(C; E) = 1f:C— E, IER LRE), 
ЕС = ErC. 


一 般 的 定义 请 参阅 [FL] ,第 146 页 . 
113 基 ， 设 (ehea 是 E 的 一 个 基 ; WD[e)cEO 仍 是 Ec 
的 一 个 C 上 (而 不 是 民 上 !) 的 基 .。 这 就 递 推 地 证 实 了 7.0.2 中 的 
构造 的 合理 性 ， 反 过 来 ,车 {es hea 是 Ec 的 任何 一 个 (С 上 
的 ) 基 , 则 关键 所 在 是 ，24 个 向 量 

« j63* 


(s + oe DUTE ci — (е2) 


都 在 E 中 ,因为 它们 在 o FRE, 因而 这 2» Ap I6 RE STU E 0 
^A RAE | 因而 这 2» 4 


|. 72. @ 的 函 子 性 质 或 态 射 的 复 化 


7.2.1 命题 . 设 E, E RW quB fe L(E;E'), Ws 
一 地 存在 ff €E Lc(Ec; Е'С) 使 ff|s — f. ER Edu E' 中 的 共 
ШЕЙН Xp соўс = Ссс, Sj. ROG BAT HERR, ВП | 
(Idg)* = Т14;с, 

їп H.E fe L(E; E'), g€ L(E';E”), Wi (гере = geste. 

ПЕНА 7.2.1, 只 须 注 意 到 fc 必 为 : 
Ух, y€ Е, | u 

f(x 十 i») = f(x) + ifCy) (参见 7. 1.2 2). 

к 


Ec Ll. pg 


qo 


已- 一 C 


71.22 Ж MD 是 f EER Е' 的 两 个 基 下 的 转移 矩阵 ; 则 在 这 
两 个 基 被 看 作 ES 和 五“ 的 基 时 (参见 7.1.3)，M(f) = МО). 


7.3 26 的 复 化 


7.3.1 命题， 设 ф:Е X cx Е» R 是 一 个 实 向 量 空 ЖЇН] E 上 
的 & 重 线性 映射 , 则 存在 唯一 的 (C ЕНУ) К 重 线性 映射 
gS: ES xX... X ES — C | 
使 gelene = Ф. ПН, Ч ФНЧ, ре 也 对 称 , 
| «€ 应 为 : | 
1.3.2. Cxi t iyi, i, Xg 1X4) == >; PUe(XL XI 
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Жү PUR (0,2, k) 的 24 个子 集 , 间 P 表示 了 的 基数 ，X? 
E s € PRES r, Ж, Е РЫР у. 可 验证 pc 满足 命题 要 
7.3.3 $$. 《= 二 2 时 ， 

ф(х + гу, z T) = ф(х, z”) — ф(у, У) 

еб, у") + ф(х", y). | 
7.34 sn. Zi fe P(E); 则 存在 唯一 的 f € P(E) .使 
Ї |= = }. 

由 3.3. .1, 我 们 可 以 假定 f Æ АЖК; 因而 可 设 f= poA, 
其 中 p:Et—>R 是 多 重 线性 、 对 称 的 ， 令 1 = poa, ER Фф 
是 7.3.1 АЈВАР, АС: ЕС — EC х... X ЕС EAS, 则 f 
满足 命题 要 求 ; 而 且 它 是 唯一 的 ,因为 根据 3.3.1 的 唯一 性 和 7.3.1 
的 唯一 性 ;9p5 是 完全 确定 的 . 

735 ”要 在 E 的 一 个 基 下 将 f° REFER, 只 须 在 3.3.3 的 两 
个 表达 式 中 将 实数 4, 换 成 复数 。 


74 子 空间 与 复 化 


ТАЛ dH. 设 卫 是 实 向 量 空间 是 的 向 量子 空间 ， 则 由 Ес 
ЮЖ ЕНЕ Ec ñj (C 上 的 ) 向 量子 空间 为 EE 

IMEEM ЕС = F + Е fr 43у: :х,УЄ F); BE 
RZ Ж F (Е ЕС 中 ) 的 复 化 空间 ， RIJA (F°) 一 ЕС, Ex 
来 , 若 SCEc 是 Ec 的 ( 复 ) 向 量子 空间 且 使 v(S) 一 3, 则 s n E 
是 E 的 ( 实 ) 向 量子 空间 > AEE dims E) 等 于 S 的 复 维 数 
dinc$; mH 5 = (SNE). 

仅 逆 命题 部 分 不 很 显然 . RITA: SO E 是 五 的 铅 量 于 空间 ， 
(SNE) TS; 为 证 由 e(5)— 5 推出 (ПЕ) = S, RARE 
7.1.3 中 的 思想 : 对 任 一 x€ S, x + се) 和 - G/D — 2099) 
都 在 S E, 而 
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х == ie + обу) + Є (= — «G))] 
€ (SANE) + ;(S YE) = Gn Е). 
14.22 附注 . BREF RE., BN Z0 EE EIS HJ АЕК JL TEE JE 
dimes = 1, dimcE = 2, 因而 dimgE —41 其 次 ， a(S) = S 时 
7.4.1 不 成 立 ; 例如 在 E = R°, Ес = C: 时 取 
[n |» S= (z, iz):z € C); 
“就 有 SnR: 一 0， 因 此 (sn EY. =! 
”以 后 我 们 会 看 到 c (参见 7.1.1， 

| 7.2.1 和 7.4.1) 的 系统 的 应 用 ;总 的 原则 
p . 是 对 EC BE R SH ENR H с. Sr sk 
| 上 可 以 证 明 ; 给 定 Ес. 和 с, ЫЕ Е 
-和 Ec 是 等 价 的 : 参见 ил, | 第 146 
页 ,其 中 以 此 作为 复 化 空间 的 定义 ， 
7.4.3 推论 ， 设 fe L(E; E) ——— —41- Ë 
同 态 ; 则 至 少 存在 一 个 关于 f 的 特征 向 量子 空间 P, 即 CP) CCP, B. 
其 维 数 为 1 或 2. 

设 了 是 ES 的 关于 .E< RRAS f^ 89—28 HER AR, 相应 的 特 
征 值 是 4; 则 oc(V) 是 一 条 相应 于 的 特征 直线 (参见 7.1.2.1), 因 
而 复 向 量子 空间 5 V toU) 在 "下 稳定 CERD R, 
推论 中 的 E 的 子 空间 就 是 Er S. c — 
ТАА 推论 7.4.3 是 复 目 —— ЖЕ ЕЗ 的 情形 
下 的 说法 > ERR] EPOP: 参见 8.2. 15, 13.5, 


Г 


75 射影 空间 的 复 化 


151 ЖХ. 设 P = PE) 是 实 射影 空间 ; PITT ge 
就 是 复 射 影 空间 P= PUE). ERARA EN0 -> ЕО 所 诱导 
的 商 空间 的 映射 下 ,我 们 把 P SATZ 的 一 个 子 集 ，22c 中 的 
KIIRI с, RE о: EA >EN 在 商 空间 所 诱导 的 肪 射 
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| PP . 
752 我 们 注意 到 ， @ 不 是 496 的 射影 子 空间 ， 正 如 E 不 是 Ec 
的 ( 复 ) 向 量子 空间 一 样 。 同 时 也 注意 到 ，o: P 一 P 保持 几 点 
共 线 的 性 质 ， 事 实 上 o 是 一 个 半 射 影 映射 , 参见 5.4.8。 最后, (R 
上 的 ) 和 (C 上 的 ) P 的 维 数 相同 , 正 如 E 和 Ec 的 情形 一 样 ， 
7.5.3 命题 。 对 任 一 f€ GP(E) (E 是 向 量 空间 )， 存 在 唯一 的 
fee ОР(Е©), 使 Flea == f. | 
754 命题 。 设 多 是 实 射 影 空间 ，SC 多 是 一 个 射影 子 空间 ， 
WP 中 由 P 的 子 集 5 所 生成 的 ( 复 ) 射 影子 空间 Sc 满足 
005) = Sc, S= scn 2, 


HRA 5 (在 27 中 ) 的 复 化 空间 . 反 过 来 ， RTE p 的 复 射影 
子 空间 且 使 e(T) = T, 则 TNP E 多 的 ( 实 ) 射 影子 空间 ， 其 
维 数 等 于 了 的 复 维 数 , 而 且 (ТП 27) = T. 

7.5.5 Riit., PAHE ERAR P(E) 的 射影 标 架 下 的 齐 次 从 
标 。 即 可 进行 计算 ; 这 种 基 或 标 架 仍 是 Ec 的 基 或 PE) 的 ( 复 ) 
射影 标 架 , 内 须 将 实 坐 标 换 成 复 坐标 就 可 以 了 (这 证 实 了 7.0. 2 的 
合理 性 .) 


7.6 仿 射 空间 的 复 化 


7.6.1 3% (X, b? 是 实 仿 射 空间 ; 将 X 柑 人 泛 向 量 空间 龟 并 考察 
BERRA XCS, Rr Жс 表示 实 向量 空 间 入 的 复 化 ， 我 
们 记得 (参见 3.1.7): X = M70), фм 马上 的 线性 形式 . 
根据 7.2.1， 存 在 一 个 线性 形式 $0 C 是 M: ЮЕ, 
WZA M5, 它 是 定义 好 的 (参见 7.2.1); 最 后 , 令 

X° = (MOUERE. | 
这 个 Xc 是 复 仿 射 空间 Жс ( 取 自 然 结构 ,参见 2.2.1) 的 ( 复 ) 仿 射 超 
平面 ,因而 是 复 仿 射 空间 . 
16.2 定义， 命题 ， 作 为 定义 ， 实 仿 射 空间 X 的 复 化 空间 就 是 复 
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仿 射 空间 Xc = (MOU). хоз Xc = Xc RAR 
地 有 XCXC. DH. Хе ЕН ed XC Жар. (XC) = ХС, 
X = (z € X*:o(z) =}, 71g X° 上 的 限制 仍 记 为 " 并 称 为 X^ 
的 共 КНЫН. XE UA P X 处 的 向 量化 空间 ,有 (XO) (255 
яаа (5) = (x°), хе 的 底 向 量 空间 是 (M9)"(0), t 
T MO = 2, кшз XC. mAMBTZIÉ _ 
A(X) = СМ) *0)) = (MS) GO) = (MOT) = XE, 
而 且 ole) = z, z€ X€ 等 价 于 EXN = x. ж (X9), = 
Сх.) 可 由 3.1.7 最 后 一 段 推 出 。 关于 同 构 Gre (ко), . 只 须 
注意 泛 空间 。 CHEL. | 
7.6.3 “命题 、 设 X, X poe fe ACX; X) 20 
B HAS , 则 存在 唯一 的 jce (ХС; X) 使 fix = 1. 这 个 天 称 
为 了 的 复 化 。 ME, of = fos. | 
| 对 向 最 化 空间 X, 和 Хш 用 7,2.1 并 利用 7.6. 2 的 最 后 m, 
即 得 命题 . | | 
7.6.4 对 实 念 射 空间 X 及 其 复 化 空间 хе 和 共 — T 
X 的 仿 射 子 空 间 的 跟 7.4.1 相似 的 结论 。 而 且 关 于 方向 有 : 

КААТ" $e ER 2 
7.6.5 ”同样 ， AD 73 EF BIX HS EA \ 要 用 到 3 3.14, 
7.6.2 和 7.3.4, 
7.6.6 现在 我 们 可 以 转 到 讨论 7.0.2 的 结构 和 7.0.2.1 的 图 了 ， E 
们 是 本 章 的 主要 目标 ,而 且 在 9.5.5 和 第 17 章 中 将 被 广泛 地 应 用 。 
设 X 是 实 仿 射 空间 ， 其 射影 完备 化 空间 (参见 第 5 章 ) 为 (UU 


X = Р(Ж) = ХОР(Х) = XU cos; | 


作出 хс, $c 以 及 实 射影 空间 PO 一 X 的 复 化 射影 空间 
(X° = PRO. FEE усэ озар ‹ cox 的 复 化 空间 , BD 
оў (参见 7.5.4)。 我 们 有 包含 关系 Xe c Pt) = С); Ф 
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7.6.7 引 理 。 хс = (Aot. 
事实 上 , оох = Р(Х), E $ = PCOOD9), mi (X^) = (X) 
С 7.6.4). 
(76.8 命题。 包含 映射 хесР( <) = (ус SHF X° 到 其 ( 复 ) 
“射影 完备 化 空间 中 的 自然 包含 映射 。 因 而 〈 咯 ) = (хд). 
“7.6.9 Ж fe GA(X)， 则 存在 崔 一 的 F є GPxc(X°) 使 

| Fie = fc. i 
用 5.2.2 即 可 得 证 ， | 

16190 关于 子 空间 可 有 相应 的 结论 . 
7.6.11 用 命题 76.8 可 递 推 地 证 实 7.0.2 中 的 构造 和 交 cms. 
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7.7.1 写 出 并 证 明 7.2.1 中 公式 со} == fco оф. 
7.1.2 对 f€ L(E; E), Viele Gted— AEA Í: Ee -> Е, 使 
得 ff 关于 C 的 自 同 构 一 ( 共 罗 映射 ) 是 半 线 性 的 (参见 2.6. 2). 
7.3. 讨论 7.5.3 如 何 推广 到 任意 的 射影 映射 
f € M(P(E); P(E')). 
7.7.4 Бі 7.6.4,7.6.5 和 7.6.40 ВЯ. 
7.7.5 EKER E@gC 是 E 的 自然 复 化 空间 ; Homr(C; E) 
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两 种 母 鸡 ; 它们 可 以 拼 满 平面 * 但 拼 谱 方式 不 可 能 是 局 期 性 的 (HL 1.9.16), 
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